V. LIDSKI Y OTROS
PROBLEMAS DE MATEMATICAS ELEMENTALES

EDITORIAL MIR-MOSCU









3AJIAUM | B, B, smackui,

O SJIEMEHTAPHOM | /- B OBCAHHUKOEB,

| A n. Ty nankos,
MATEMATHKE | vy, wasynuu

HWAIATEJLCTBO cHAY K A




v. B. LosKL | PROBLEMAS

L. V. OVSIANIKOY,
A. N. TULAIKOV,

w1 suasuniy | DE MATEMATICAS
ELEMENTALES

MOSCU | EDITORIAL MIR



CDU 511 4512 4 513 4 514 (075.4) = 60

Traducido del ruso
Por e] ingenfero diplomado
LUIS RODRIGUEZ

Hi UCHAORCKOM H3biKe

Impreso en la URSS
Derechos reservados
1972

ESTIMADO LECTOR:

La Editorial le quedarsd mu agradecida, si Ud. nos
manda su opinidn acerca del l};brc que le ofrecemos,
asi como de la traduccidn y presentacién del mismo.

Le agradeceremos también cualquier otra sugerencia
respecto a la edicion de libros que le interesan,

Dirija, por favor, su opimién y segerencias a la
Editorial Mir:

Editorial Mir. 1 Rizhski per, 2, Mosch, (29820,
1—110, URSS.



PREFACIO

Este libro tiene por objeto ayudar a aquellos que desean profun-
dizar sus conocimientos de matematicas elementales. En esle libro
han sido reunidos problemas presentados en los exdmenes de admision
a los aspirantes a ingresar en el Institulo [isico-técnico de Moscu.
La resolucion de los problemas expuestos en este libro reguiere cono-
cimientos a nivel de la escuela secundaria (el escaso material que
a veces no se incluye en el programa de las escuelas secundarias,
aqui se expone especialmente). No obstanle, es preciso sefialar que
la mayoria de los problemas preseniados scn problemas de elevada
dificultad.

El presente libro consta de tres partes: “Algebra”, “Geometria”
y “Trigonometria”, cada una de las cuales estd dividida en subsec-
ciones. En cada subseccion los problemas estan dispuestos en un orden
delerminado en el cual la dificultad de éstos va creciendo.
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PROBLEMAS | ALGEBRA

1. Progresiones aritmética y geométrica

Observaciones prefiminares

Si a, es el érmino enésimo, d—1a diferencia y S,—la suma de los
1 primeros términos de una progresion aritmélice, entonces

@, =0+dm—1), h
ay+a, 12a, 4+ d (n—1}) s i
S, = .ﬂl"f‘ga ba__|2a, -i” LES N

Si u, es el término enésimo, g—el denomninador y §,—la suma
de los n primeros términos de una progresion geométrica, entonces

U, =uq"" ", i3
_ M= th(g®—1)
S,= e 14)

Si, por fin, S es la suma de una progresion geométrica decreciente
infinita (|g| < 1), entonces

S=—E} i5)

1. Demostrar que si los nimeros positivos a, b, ¢ lorman una
progresion aritmética, los ntimeros ;
i 1 I
VE+Ve:® Ve+Va' Vi+)e

también forman una progresién aritmética.

2. Los niumeros positivos ay, a,, ..., a, forman una progresién
aritmética. Demostrar que

] i I n—1
e T gy S o ol
Va+Va, Vas+ Va, Fag-i4 Va, Va+ Va,
3. Demostrar que si los nimcros a;, a,, ..., a4, N0 sou iguales
a cero y forman una progresion aritmética, entonces

! i |
B PO O | L |
a8 i Gyt + ugtty '

I =l
o ety ygthy ‘




4. Demosirar que toda sucesién de niimeros ay, a,, ..., a,, que
rava cualquier 2= 3 satisfacen la condicién

| | 1 | n—I1
e TN KL M TN | =

ety 1 Gty ' agay 8y, Gy '

forma una progresion aritmética.
5. Mostrar que para foda progresion aritmética a,, a,, a5 ..., a,
tienen lugar las igualdades

a,—2a,+a,=0,
a,—3a,+ 3a,—a, =0,
a,—4a,+ 6a,— 4a,-|-a, =0,
¥ que, en gencral, para cualquier n > 2 tenemos:
a-| T (r”ag _I_ lg)az— =aa + (_" l)"_] g-—l} an _{_(_l)n (:Il) aﬂ+l=0‘

{ndicacion. LEn ¢ste y en el siguiente problema es conveniente hacer uso de
la identidad facil de comprobar

Crtmy=("")+ G2
6. Demostrar que para cualquier progresién arltmética a,, ...,
@, Gus+y, ... siendo n 223 tiene lugar la igualdad
a— a4 ...+ (= 1) () a4, =0.

7. Demoslrar que si los nimeros *log x, ~log x, "log x(x== 1)
forman una progresiéon aritmética, entonces
= {kn)k logm,

8. Hallar una progresion aritmética en la que la relacién entre
la suma de los # primeros {érminos v Ia suma de los &n siguientes
no depende de n.

9. Los nimeros x,, &, ..., x,forman una progresién aritmética.
Hallar esta progresion, si
XA X X, = X =0

Indicacion, En ésle y en el siguicnte probicma es conveniente hacer uso de
la igualdad

e A s e R 1 28 )
s L !

10. La sucesion de nimeros 1,4, 10, 19, ... posee la propiedad
de que la difercacia de dos nimeros vecinos forman una progresion
aritmética. Hallar el término enésimo y la suma de los n primeros
términos de esla sucesion de nlmeros.

10



11. Hagamos una tabla

i,

2, 3,4

3,4,5,6 7

4,5 6,7, 8 9, 10

L T N

Demostrar que la suma de los términos de cada columna horizontal
es igual al cuadrado de un niimero impar.

12. En la progresidon geométrica a,, a,, @, ... se conocen los
términos a,+,= A4, a,-,=B. Hallar a, y a, (450}

13. Supongamos que S, es la suma de los n primeros términus
de una progresién geoméirica, S,£0, g==0. Demostrar que

l‘-‘.r: - Ser‘_Sﬂ
S‘zn_su S:m‘_Sm
t4. Conociendo la suma S, de los n primeros términos de una

progresién geométrica y la suma de las reciprocas de estos términos,
hallar el producto P, de los n primeros términos de la progresion.

15. Hallar la suma
P42 4-3u - du® .o o (- L) xm,

16. Hallar la suma
[ O e L LT T

si el altimo sumando es un niimero de n cifras.

17. Hallar la suma
ekl — s 2o g%,
18. Hallar ia suma

I a 21

5 1
Tretet T m

[

19. Demostrar que los nimeros 49, 4489, 444889, .. ., obtenidos
colocando el nimero 48 en medio del nimero anferior, son los cua
drados de niimeros enferos.

20. Demostrar que se puede hallar una progresion geomél)ica
decrectenie
Vo e 0% sy 0 sonsy
1}



cada érmino de la cual difiere de la suma de {odos los términos
que le siguen en ¢ faclor conslante £ previslo. ¢Para qué valores
de k& es posible el problema?

21. Una sucesion infinita de nimeros x,, %, X5 o0y X 200
oo (x,==0) para cualquier n 2> 3 salisface la condicion

CH i S S ) F R o SR L e A T L

Demostrar que x, %, ..., £, ... son lérminos sucesivos de una
progresion geamétrica.
{ndicacion. Se puede aplicar el métode de induceidn complela.

22, Se conocen una progresion aritmética con el {érmino comiin
@, v una progresion geomélrica con el término comin b, con la
particularidad de que para todos los nimeros naturales de n, a, =8,
a,="0, a,%#a, v u, . 0. Demostrar que para n> 2, a, < b,.

23. Demostrar que si para una progresion geométrica ay, a,, - ..
vooy fy ooy ouna progresion arilmélica b, b,, ..., b, ... se
cumplen las desigualdacles

4, >0, =2>0, b—b,>0,
k

existe tal niunere o, que el %loga,—&, no depende de n.

2. Ecuvaciones algebraicas y sistemas de ecuaciones

Observaciones preliminares

Al resolver los sistemas de ecuaciones propuestos méas abajo, el sistema inicial
s¢ reduce, mediante ciertas simplificaciones, 8 un sislema eguivalente, todas las
resoluciones del cual o son conocidas, o pueden ser halladas por los procedimientos
conocidos, En cierlos casos es necesario pasar a sistemas que se satisfacen de
antemano con todas las resoluciones de] sistema inicial, sin embargo, hablando
en general, no solamente con éstas, [n estos casos, los conjuntos de valores
determinados de las incéguilas debem comprobarse con ayuda de la sustitucién
en ¢l sistema inicial.

En problemas aislades se usan las férmulas de Viete que enlazan los coefi-
cientes de la ecuacion de tercer grado

x4 gxtr=0 (1)
con sus rajves Xy, X, X;. Estas [drmulas tienen of aspecto:
BpbXacb Xy = Py Kot XeXa H XN =4, OEgky=—T. 2)

Las tormulas (2) se hallan igualando los coeficientes de las x de iguales poten-
ctas en ta identidad

o o g == (=) (X —xg) (x—xg).

24. Hallar todas las soluciones reales del sistema de ecuaciones
ﬂ+¢=h}
K-k 2yt - gt = 2.



25.

26.

con la

27.

28.

29.

30.

31.

32.

a3.

34

Resolver el sistema de ecuaciones
x4xy Fyt=14,
Xhxyty =2,

Hallar las soluciones reales del sistema de ccuacioues
X 4y =5a%, |
Byt =a?, |

condicion de que a es real y no es igual a 0.
Resolver el sislema de ecnaciones
1 ]
=12,
Lited

Resolver el sistema de ecuaciones
w2yttt =91, |
e—xyt+yt="7 |
Resolver ¢l sistema e ecuaciones
=yt =19 (x—y) |
Ryt =T(A+y). |
Hallar todas las soluciones reales del sistemma ile ecuaciones
2 (x4 y) = dxy,
8 {x* |- 1) = 65.
Hallar las soluciones reales del sistema de ecuaciones
F+9 -y =9, |
(x—y) (2 +¢%) =5. |
Hallar todas las soluciones reales del sistema de ecuaciones
xt+y= ]’ l.
yt=T1.
Resolver el sistema de ecuaciones
x+y=1,
24yt =31 }
Hallar las soluciones reaies del sistema de ecuaciones
Xyt 22 = 13, X
=y +y=1 |
13



que salisfacen la condicidn
xy =0,

35. Resolver el sistema de ecuaciones
(24 1) (g 4+ 1) = 10, }
(x4+y) {(xy—1)=3.
Indivaridn. Supongase que xy=v, *4y=u

d46. Resolver ¢l sislema de ecuaciones
o oy K
(x4 y?) = 6,]
(P L =1 [

1. Resalver el sistema de ecuaciones

X 4 % = axy. l
My =bxye |

38. Resolver la ecuacion (descompaniende el primer miembro en
factores)
X+ @\ r—a\? a , b\ xt—p®
(x-l-f'-) +(x—b} (!)+'E) x"—b'-’__u'

39. Resolver la ecuacion

zt 48 X 9
T "-‘(_?*?)-

40, Resolver el sistema de ecuaciones

44 L i
w Tttt
X~ Xy |
= W__b o

41, Hallar fodas las soluciones de la eruacion
(x—4,50 4 (x—5,5)* = |.
42, Kesolver el sislema de ecuaciones

!r—1|+[y-5l=l,}
p=5+4]x—1]*.

*ohe Hama mawmtud absotuta del nimern x (se designa con |x[) 4 un
umero 110 negativo que se delermina de las condiciones sigutentes:

—&, Sy
[1]= s '
x, siaz O

it



43. Aclarar para que valores reales de x ¢ y ¢ cumple la igualdad
B2 4-5y 4 8xy + 24y —2x+ . -0,
44, Hallar todos los valores reales de x ¢ y yue satisiacen la
ecuacion
¥ 44dxcos(xy) 4 4=0,
45, Hallar las soluciones reales del sistema
syi-z=2, |
Qxy—zt=4, |
48. Determinar para que valor de a el sislema
f+w=a}
x+ytz=a
tiene la (inica solucién real y hallar esta solucisn.

47. Demostrar que para cualquier (en general compleja) solucion
del sistema

ﬂ+¢+w+$=m

By Y — g —2 = b

la suma x*4-4* es real para cualesquiera valores reales de @ y b
si a==10.

48. Resolver el sistema de ecuaciones
ax+by+cz=a-+b+c,
bx+ey+az=a-b+c,
cx4ay+bz=a+b+e,

suponiendo que a, b y ¢ son reales y que a-b--c=0.

49, Resvlver el sistema de ecuaciones

ax+y+z=1,
xt+ay+z=aq,
x-+y+az=at

50. ¢Qué condicion deben satisfacer los niimeros a,, a, y a, para
que el sistema

x“]‘(l +a,)y+z: 1,
t4+y4+(1ta)z=1
tenga solucion y ademas fnica?

(I-ta)x+yt+z=1, }

15



51 Resolver el sisfema de ecuaciones
cx+by ez 4-dl =p,
—bx+ay+4dz—cl =q.
—cx—dy+az+0l =y,
—dx4-cy—bz+af =5,

donde a, b, ¢ v d salisflacen la condicidn:

@A L A0,

52. Resolver el sistema de ecuaciones

X5 —i—fo._. o SX.J e 4x4 NGERTE o X, =4a,,
x4 xy 20+ 3x, 4 ...+ (A—1)x, =a,,
(H— I) Xy |- f1x, ‘i"’xs —+ ng Faee (.’1-*2} Xn =@y,

..............

53. Demostrar que si
x1+x-¢+ Xy = 0:

X, Xy X, =0,
Xy Xygo A= 2y =0,
Xyop X, 2, =0, J
enfonces

Xy Hy =0 =gy =y, =0,

54. Resolver ¢ sistema de ecuaciones

¥ xgtxz—x=2,
P+xy+yz—y =4,
2 fxz4-yz—2=0.

55. Resolver €l sistema de ecuaciones
Xhgaes iy

x= - y”-—zg = 37,

B4-yPf—3= 1

i85



56. Resolver el sistema de ccnaciones

td
o
w3

T
g 8
y+z 57
iyz 3 [
t+x 7 )

57. Resolver el sistema de ecuaciones

Wi vitw=2,
Clapfu=2,
Wt loe=2

58. Resolver el sislema de ecuaciones

x4t =,
¥ty —?--,4
¥z

59. Resolver ¢l sistema de ecuaciones
:=(_]'I‘
J.]A|

xlzg X gy =u

|

ar

suponiendo que los nimeros a;, ..., @, ¥ Xj, ..., X, ol positivos.
60. Resolver el sistema de ecuaciones

f(x-Lyt-zjiax+4-y+2) =
(x-ty--2 (x4-ay .—z)—i*,
x4y 2 -Fy-az)=m*,

suponiendo que @, k£, ¢ y m son niimieros reales v que ¥ -/ - w2 > 0.

61. Hallar las soluciones reales del sislema de ecuaciones
¥ lpydz=b,
L= 14,
xz+yz={xy+ 1)~



62. Resolver ¢l sistema de ecuaciones

BA-xy+xz+yz=u,
YxyAxz4-yz=0,
2 ay4-xz4-yz=c,
suponiendo que abe == ().

83. Resolver el sislema de ecuaciones

Xy+a=2a,
ylz4x)=b, }
z{x'i-y]“:cz‘

suponiendo gque abe==0.

64. Hallar las soluciones reales del sistema de ecuaciones
¥ 42" =2a (yz + zx - xy),
2L x%=2b (g2 L 2x L xy),
08 g8 =2 (y2 - 2x + xy).

65. Resolver el sistema de ecuaciones

y--2x+z2=a(x+y) (24 x),
242y x=0(y+2) (x+ o),
x+2z4y=cl(z+x(y+42).

66. Resolver el sislema de ecuaciones
X+y+4+z=29,
[ |
7+;+;=L
xy+xztyz =27,

67. Resolver el sistema de ecuaciones

x+y+tz=a,
xy+4-yz xz=at,
xyz = a°,
68. Demostrar que la solucidn Unica del sistema de ecuaciones
Z+y+2=0,
yz-zx +xy—y* =0,
xy+2t=0,

es la solucién x=ygy=2=0.

18



69. Resolver el sisiema de ecuaciones

x"|'§+2=a,
xe_l_ys:_i_zu: at,
Byt =0,

70. Sean (r, y, 2} las soluciones del sistema de ecuaciones:

x'+"y+2=a:
Xy 2=,
! ! | 1

Hallar Ia suma
X byt 42t

71, Resolver el sislema de ecuaciones

K4yl z= 2,
K-y Fzi-l-ty -z +0+@+nx+mn= 1
Vgt gtz o4 -y =6

72. Resolver el sislema de ecuaciones

Koy —z =aqa,
iy {x -2y =b,

2 lilx—yr=c

73. Resolver ¢l sistema de ecuaciones

xyy4-pz - zx =47,
A g = 22,
(z—xi{z—1) =2.
74. Hallar todas las saluciomes regles el sistema de ecuaciones

- 4
TR
2x*
Ve
-
TTrE)

19



75. Hallar todas las soluciones reales del sistemin de ecuaciones

2
‘Zx; =X, +I ¥
2
2{3 ..... st o)
2xu=xu-l+ ;—'2-‘_
2
2x,=x,‘+;'—.

76, Demostrar que si @, b, ¢ y d son por pares numeros reales
desiguales v x, y y z son las soluciones del sislema de ecuaciones

1 +x+yt+2 :0,
a-tbx+ey-Fdz=0,
a* R bx - chy -2 == 0,
entonces la multiplicacion xyz es positiva.

L las ecuaciones propuestas a continuacién, en el caso de raices cuyas
polencias sean pares, se examinan sélo aquellos valores de las incégnitas para
Jos cuales la expresion contenida b ajo la raiz no es negativa; tomando, al mistno
tiempo, solamenle Jos valores no negativos de la raiz, En el caso de raices im-
pates, la expresion contenida bajo la raiz puede ser cualquier niimero real (cn
este caso ¢l signo de la raiz coincide con el signo de la expresién  subradical).

77. Resolver la ecuacion
Vet +4 Y la—xp=5/a—2.
78. Resolver la ecuacion
YA+~ A== T—x.
79. Resolver la ecuacién
Vi—24+V%—5 +Y v+ =5 =7)2

80. Resolver la ecuacion

~

SR I 7 O )
Vxilhx "/)c V=5V ek

81. Resolver la ecuacion

VT 8y — . 1
Virl T Vgl ’

82. Hallar todas las raices reales de la ecuacion

V=14V i+ =1y 2.




83. Resolver la ecuacion
Vi—dutr6=2) x—20+4—1

¢Para cudles valores reales de o lendrd selucion la ecuacion?

Resolver el sislema de ecuaciones
P T— 16—} T— 1622 =2 (x4,
X4y 4y :L

84.

Resolver el sistema de ecuaciones
=5 (/y— V),
Ty T =S
Resolver el sistema de ecuaciones
2 ]
X 8.2

xt+tyity=09.

85.

86.

87. Resolver el sistema de ecuaciones

SR Ky
} :g"‘ﬂ/ﬁf&

Xrxy+y=T1.

8%. Hallar todas las soluciones reales del sislema de ecvaciones
X | 4.
g YRR .
+i— ¥ 3 =
J:lo.

89. Resolver el sistema de ecuaciones

R e e e L
¥ 3 =12 ;

90. Resolver el sislema de ecuaciones

x4+ V e _Lx— ]/xs—y‘*" _E ]
ot ot . J

x— b gt

x(rry)+F sy 4=52



91. Resolver el sistema de ecuaciones
gV 3y"—2x+3=~§~x-{»5

dx—2y=5.
92. Hallar las soluciones reales del sisterna de ecuaciones

yt+a VE—ogri =0

Hy—5 2
w7 =tg-

93. Resolver el sislena de ecnaciones
k=) Vy= —ng .
x+n ¥ x=3Vu.

94. Resolver el sistema de ecuaciones

Vity—Vi—y=a,
Vit +V i —yt=at

} fa>0).

95. Resolver el sistema de ecuaciones

X xy+yt=b v

3. Desigualdades algebraicas

Observaciones preliminares

Cxpongamos algunas designaldades utilizadas ¢n la resolucion de los probile-
mas que se proponen mas abajo.
Para cualesquiera @ v b reales

4P =ab| (n
Lo desigualdad (1) es una deduccién de la evldcnle desigualdad (u;i_!')~ =0. Il

signe de |-'n ldad en () tiene lugar sdlo en €' caso en ?ue fa|=|6b]
Si g% > 0, dividiendo las dos partes de la desigualdad (1) por ab se tendra.

P _’;:,.2' 6)
b + aT i
St 0, o0, enlences, haciendo en () e=a?%, v=>3" obtendremos:
utv
+ =Vw i3)

En las desigualdades (2) v (3} ol signo de igusldad tiene lugar solamente cuando
a=h y w=1 correspubdicuteinente.

22



Seftalemos, ademis, clertas propiedades del rinomio cyaidracty
y=uoxtbr+e, [E]]

que en adelante se emplean en toda una serie de problemas.
De la representacion del trinomio (1) por la férmula

{ b ? o A —dae
= B T s e— =
g kx : Qa) 4 )
se deduce que en el caso cuando la discriminante del trinomio
D=b*—4ac <0

{en este caso las raices del frinomio no son reales), el trinomioc adquiere para
todos los valores de x valores de un mismo signo, que coincide con el signo del
coefjciente @ del término de mayor potencia.

[n el casa en gque D=0 el trinomic conserva también ! signo constante,

s 2 g b
tiaciéndose igual a cero para el valor (nico o

Por fin, cuando D > 0 {en este caso, las raices x, y xy del trinomio son reales
y diferentes), de la descornposicion

g=a(r—x) (x-=x.).
se deduce que solamente con la condicion de que
X < X< Xy

el trinomio adquiere valores de siguoe contrario al de a,

Para todos los demas valores de x diferentes de x, y %, el irinomio posee
el mismo signo gue a.

Asi pues, el {rinomio siempre conserva el signo del coeficienfe del término de
mayor polencia, exceplo en el caso en gue sus raices son reales y

X S AN,

96. Hallar todos les valores reales de r para los cuales el poli-
Nomio
(rr—Yet+20r—1x414

es positivo para todos los valores reales de x.
97. Demostrar que la expresion
f ):'J yz 1 J( X y \ .
(8- (5+E)
no es negativa para cualesquiera x e y reales y no jguales a cero.

98. ¢Para clales valores de a se satisface el sislema de desigual-
cdades

8 . tax—2
S x|

<2
cualesquiera que sean los valores de x?

49, Demostrar gue para cualesquiera valores reales de los nime-
tos ¢, b, ¢ y d es valida la desigualdad

at-E Lot L gt T dabed.



100, Hallar todos los valores de ¢ para lns cuales el sistems
mixnto

ALy, |
t—y+a=0 |

fiene solucion finica. Hallar las soluciones correspondientes,
101, MHallar los pares de los numeros enteros x e y que satisfacen
al sistenia de desigualdades

Y= 2|+ £ >0, |
y+lx—11<2.)

102. Demostrar que para cualquier valor entero de > 1 es véalida
la desigualdad
I 1 11
n+ 1 +:1—|—2+ e +§_ﬁ>§'

103. Demostrar que para cualquier valor entero y positivo de
moes vilida la designaldad
| | 1 1
rn+l+rrt+2+ i +m+{2m+ [} L

104, Demostrar que para cualquier valor entero positive de n
o 0 I _n—1
wtgt.ta<a
105. Deinostrar que siendo n > 2
(n!) > nn,
106. Demostrar que con ftres segmentos de longitud a >0, b >
y ¢>0 se puede construir un tridngulo solamente cuando
pa* +qb* > pget
para cuaiesquiera nimeros p y ¢ enlazados en la proporcidn

ptg=1

107. Demostrar que para cualesquiera valores reales de x, y y 2z
es valida la desigualdad

W+t c+g+2)+y2 >0,

108, Demosirar que para cualesquiera valores reales de x e y es
valida la desigualdad

X2y 43+ 2%+ by + 422 1,
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109, Demostrar que con la condicion de que sea 2v—dy =1 <e
cample la desigualdad

. . i
-2 s
Lo i /AP=

110, ;Ciales condiciones debera salisfacer el numero d > 0 para
que siendo RZ=zr >0 sca vilida la desigualdad

Pt T

3
2R <
111, Demostrar la desigualdad
dol. 15 9
a 'k T agbe

{a, b, ¢ son nimercs positivos)

112. Demostrar que si @, b y ¢ son nimeros de igual signo
y a < b < ¢, entonces

a® (b — %) - B (c? —a?) - ¢* (a* —b*) < 0.

113. Demostrar que siendo a,, a,, @, ..., @, niimeros positivos
¥ a4, ..0,=1, entonces

I4-a,) (1 a1 4a). .. (1 +a,) 2= 2%
114. Demostrar que si a+b=1, cntonces
pipmt,
115. Demostrar que el polinomio
X x4

es positivo para todos los valores reales de x.

116, Demostrar que si |x| <2 1, para cualquier valor cnlero de
n>=2 se cumple la desigualdad

(1—x)" 4 (I + 0" < 2"
117, Demosirar que
5@+ Xl oo e A 2y | K A 2D
45 (@ a3 .. ad),

donde x,, x5 ..., X, @, Gp .., G, ¥ € SO0 nOmMeros reales arhi-
trarios y ademas & > 0.
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118, ¢Para ciales valores reales de x se cumple la desigualdad

!—-l""lf—-!x2 <3

119. Demosirar que para todos los valores positivos de x e y y los
valores enferos y posilivos de m y n (n > m) se cumple la desigualdad

Vs YRty

120. Demostrar la desigualdad

Varyat... +Va <EEEEL 45,
121. Demostrar la desigualdad
Do ]/ 2+]’/' oV bl B i
)

2=y 24+ V24 2 V2

can la condicicn de que ¢l numerador de la parte izquierda de la
desigualdad coutiene n signos radicales y el denominador contiene
n—1 signo radical.

122. Demostrar que para cualesquiera nirieros reales @, a,, ..., a,
y b, by, ...,b, que satisfagan las relaciones
aifaid-..Fap=1, }
Bekbi4 ... +bi=1,
es valida la desigualdad
|ad, +ab,+ ... +ab,| <1
123. Demostrar que si los nimeros x,, X, ..., %, son positivos
y satisfacen la relacion
XXy, o dp=1,
entonees
X+ Xyt X, 20

4. Ecuaciones logaritmicas y exponenciales,
identidades y desigualdades

Observaciones preliminares

De ccucido con la definicién del logaritmo del nfimero N con base a
tendreinos:

aﬂlOﬂN: N. “}
En esta formula, ¥ es cualquier niimero positivo y @ una base arbitraria, al
mismo liempo a > 0, @ # L.
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A continuacién, al resolver toda una serie de problemss, para pasar de los
logaritmos con base a a los logaritmos con base b y viceversa, se usa la [6rmula
siguicnte
_ Plog ¥

a .'V
e doga

2

(esta f6rmula se demuestra por logaritmacion de la identidad (1) tomando como
base b). De fa férmula (1), siendo N ==5, en particular, se dedice:

3

124. Resolver la ecuacion

3
Hogx  2%logx 1/" v
T log x-%log x.

"]ug a

125. Resolver la ecuacién

X
*log 2- 1%log 2 = ®4og 2.
126, Resolver la ecuacidn

Hog (9t 7) =2 +*log (3*-1 - 1).
127. Resolver la ecuacién
3*|og (%) +logiy=1.
128. Demostrar que la ecuacion
“log (%)*log‘-‘ £+ %logix =1
tiene una sola raiz que satisface a la desigualdad x> 1. Hallar
esta raiz.
129. Resolver la ecuacién
*loga

|
+%*log a- -‘;Ilog 2x=0,

130. ¢A ciales condiciones deberdn satisfacer los nitmeros a y &
para que la ecuacion

14 tlog (2 log a—x)* log b = ——

" log x

tenga por lo menos una soiucion? Hallar todas las soluciones de
esta ecuacion.
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131. Resolver la ecuacién™
- — — L Sl
V “log ,*/a.r:—.‘—‘logf/ax+]/ “log |/ -;— + *log i/ %: 2
132. Resolver la ecuacion
log (V2 F1-H1) _
log }/ ¥—10

133. Resolver la ecuacidn

\ og (p—x)__ 2—F-7log 4
Tilogxq) FYlog{xTq)

(p>q¢>0).

134. Resolver la ecuacidn

1 '_Slog X.V!rxlog 511(' §+ ¥ glﬂg 51,’5_= o Vrg-

135. Resolver la ecuacién
([]lq)log-lx+] - (6'25)2-10g X

136. Resolver la ecuacidn
1 arIog X (log log n—1) *log 10.
¢Cudnlas raices tiene esta ecuacion para un valor determinado de n?

137. Resolver la ecuacion
E r[og 9, sent xloga + 1=0

138. Resolver el sistema de ecuaciones

flog (v 4y —"log(x—y) =1, |
#—yr=2. |

139. Resolver el sisterna de ecuaciones

xu:yh.

x _‘logx

8y = gy
(@£b, ab==0.

140 Resolver el sistema de ecuaciones
log x4 3oy =7,
xj‘ — 512.

¥ Aqui v a contineacidn las raices se comprenden en el sentido mencionado
en la pag. 20.
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141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

Resolver el sislema de ecuaciones

5
y_rslug ey 2 » ]

flog y-log (y—3x) = L.

Resolver el sistema de ecuaciones

a*by = ab,
1
2elog x = P logy-V logh.

Resolver ol sistema de ecuaciones

i I 4
3 L 2vlog x— Vlog y) =10,
xy =81,

Resolver el sistema de ecuaciones

2 log X f\@ - *log y:: =log x, ]

*log x- *log (x--y) = 3log x.

Resolver el sistema de ecuaciones
I

xtlogy*log2 =yl y (1—*log2),
Ylog 2" Tlogx = 1.
Resolver el sistema de ccuacicnes
2logx+ ‘logy+ ‘logz=2,
Slog y+ *logz+ ‘logx=2,
Ylog z+*log x - "logy -2,

Resolver el sistema de ecuaciones

b:3log (y— x) +2logé=——2, ]
x4+t =25, J

Resolver la ecuacion

1
4::_3:__;- L BH'T —_92x-1

Resolver el sistema de ecuaciones

|



XY = iy }
y=1,
suponiendo que x>0y y> 0.
150. Resolver el sistema de ecuaciones

a** - % = 2b,

i } {a>0).

¢A ciales condiciones deberan satisfacer & y ¢ para que el sislema
tenga solucion?
151, Hallar las soluciones del sistema de ecuaciones
5 = yn‘
por =y, |
suponiendo que x>0, y >0y a>0.
152. Resolver el sistema de ecuaciones
i:ax_!— b’)""" " gi
Y/ 324 = 182+ 12xy + 2.
153. Resolver e} sistema de ecuaciones
» =y,
iy
suponiendo que x>0, y>0 y pg>0.
154. Resolver el sistema de ecuaciones
=y,
iy
suponiendo que x>0, y>0, p>0, g >0.
155. Demostrar que
u+b|0ga+ c—b]oga — 2c+b10g at- blOg a,
siattbt=crya>0,6>0 ¢>0.

156, Simplificar la expresion
@

1 2 L - :
(*log a—“log b)* + (" ‘loga— “’logb) +...+ (f-'wiog a—"log b) 3
log log a
157. Simplificar la expresién a '°¢e  admitiendo que todos los
fogaritmos han sido tomados con la misma base b.
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158. Se conoce: ®logb=A. 7logh=B y un nimero entero n > 0.
Calcular el clogh, donde ¢ es igual al producto de n términos de
una progresion geométrica con el primer iérmino a vy el denomi-
nador g.

159. Demostrar que si para cierto valor positivo de N == 1, para
los tres numeros positivos @, b y ¢ se cumple la relacion

“logN _ alog ¥—Ylog &
“log¥ " blog ¥y —Flogh

enlonces, b es el valor medio proporcional entre a y ¢ v 1a relacion
se cumple para cualesquiera valores positivos de Nz 1.

160. Demosirar la identidad
P i 0 A Clog
2log N Ulog N +*log N ¢log N -+ “log N ¢log N = —28 ¥ _log ¥ Tlog ¥

abe !ﬂg I

161, Demoslrar la identidad

Ylog x

=1 +4“logb.

@b Jog ¢

162. Resolver la desigualdad

1

Zlog x-logx > 1.
163. Resolver la desigualdad

x'log x+1 S ey (@ 1)
164. Resolver la desigualdal
“log x - 2log (x 4+ 1) < “log {2x + 6) (az> 1.
165. Resolver {a desigualdad
*log (x*—5x+6) <2 0.

166. Resolver la desigualdad
1 ]
fogx  CFlogx—1

7
<.

167. Resolver la desigualdad

x2="tlog? x=tlog xi__% ~ 0.

e

168. ¢Para cudles valores reales de x y o se cumple la desigual-
dad

logx - *log 2 + 2 cos o < 07
169, Resolver la desigualdad
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3

3 log [*log {x*—5)] > 0.
5. Combinaforia y binomio de Newton
Observaciones preliminares

El niimero de variaciones de orden m con u elementos se deterrmina hacicndo
usa de da fdrmula

Voplty=nin=1).. (n—m+1). (1
El nimera de permutaciones con n elenientos se determina por la férmula
Piny=1.2.3.. .n=nl 2)

Para tas combinaciones de orden m de n elementos es valida la férmula

nin—=N) (=2 (n=m+1)_1,(n

Cn (M)= 1-2-3...m Pm"

3

Se cumple la igualdad
cm ()= Cn- ] {m.

Para lus valores enleros y posilivos de # y cualesquiera x v a es valido of de-
sarrollo

x4 o =4 1) a1 (G} @ -2 .+ (a22) @~ (al ) @=Lk 0¥, (@)
el termine comin de este desarrollo es igual a
Thar=(£) akan-b. (5
Del desarrolle (4) se deducen las igualdades
@+ + o+ md + (2 1=22,
L= () + G =G+ ... +=Nr=0.

170. Hallar m y n si se conoce que

a1\ a4\ fo+ 1\ _ e,
(m-{-l)'( m )‘(m—-l>'5‘5‘3‘
171, Hallar el coeficiente de x* en el desarrollo
(1 -4 52— 33,
172. Hallar el coefliciente de x” en el cesarrollo seglin las po-
fencias de x e la expresion
(1 -x) (L)L (X005
Examinar los casos cuando m < k, m =k

173. En ¢l desarroilo (xl/f -'l-% , el coeliciente binominal

X
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del tercer término es mayor que el coeficiente del segundo 1érmino
en 44 unidades. Hallar el término que no contiepe x.

174, FHallar en el desarrolio
6310
(14+x+2)"

el sumande que no contiene x.

175. ¢Para cud! valor de & el término T, del desarrollo por
la formula del binomio de Newton
“_|_|/§')'mn
serd al mismo tiempo mayor que los términos precedenie y conse-
cuerite de este desarrollo?

176. Hallar la condicién para la cual el desarrollo (1 4a}* (1 es
un nimero eniero v positivo) segiin las potencias de a0 contiene
dos sumandos consecutivos iguales. ¢Puede contener el desarrolio
tres sumandos consecutivos ignales?

177. Hallar el nomero de términos diferentes, no semejantes
entre si, del desarrallo

(X| T X + 13+ s +xu}ar
obtenidos despuéds de la potenciacion.

178. Supongamos que p,, p,, -.., p, son nameros simples di-
ferentes. ¢Cuantos divisores posee el nhmero ¢=p,p,...p,, inclu-
yendo | y ¢?

179. Demosirar que si en el desarrollo de x (1 x)* cada coe-
ficiente se divide por el exponente de la x a la cual pertenece esle
coeficiente, entonces la suma de los cocientes obtenidos sera igual a

41§
a1 "

180, Demostrar que para un valor entero de n -0
(T) £ (l—x)p~1 -2 (g) X (l—x)"t 4, .,
O (g)x" (1—x)y"=FF ., .. n (::)x":nx.
181. Hallar el nimero de métodos en que puede ser dividida

gna baraja de 36 cartas por la mitad de manera fal, que en cada
pna de las mitades entren dos ases.
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182. Cuantos nimeros telefonicos se pueden formar de cinco
cifras de manera fal, que en cada nitmero tomado por separado
todas las cifras sean diferenies?

183. Se dan 2n elementos. Se examinan todas las agrupaciones
posibles de eslos elemenios en pares, considerande al mismo tiempo
que las agrupaciones que difieren solo por el orden de los elemen-
fos en los pares y por el orden de la disposicion de los pares
coinciden. ¢Cuantas agrupaciones diferentes existen?

184. Hallar el nimero de permutaciones con n elementos, en
las cuales dos elemenlos ¢ y b no son inmediatos.

185. En una loteria se sortean 8 objetos. El primero que se
acerca a la urna saca 5 billetes, Hallar el nimero de métodos en
que puede sacarlos, de modo que: 1} dos de ellos sean premiados;
2) por lo menos dos de ellos sean premiados. En la urna hay 50
billeles.

186. En una de dos rectas paralelas se han elegido m puntos,
en la otra, n puntos. Cada uno de los m puntos de la primera recta
estd unido por medio de una linea recta con cada uno de los n
puntos de la segunda recta. Hallar cuantas veces se cruzan todos
los segmentos que unen los puntos si se sabe que en ninglin punto
se cruzan mas de dos segmentos al mismo tiempo.

187. n rectas paralelas de un plapo se cruzan por una serie de
m rtectas paralelas. ¢Cudnlos paralelogramos pueden ser saparados
en la red obtenida?

188. Cierto alfabefo se compone de seis letras que con el fin
de transmitirlas por lelégrafo se codificaron de la siguiente manera:

+ T I 1

Al {ransmitir una palabra no se hicieron los intervalos que sepa-
ran una letra de la otra, de modo que resuité una cadena continua
de puntos y rayas con 12 signos. ¢De cuantas maneras se puede
leer la palabra transmitida?

6. Planteamiento de ecuaciones

189. Al multiplicar dos nitmeros, uno de los cuales es mayor
que ¢f olro en 10 unidades, el escolar cometio un error disminu-
vendo en 4 la cifra de las decenas en el producto. Al dividir (para
comprobar ¢l resultado) el producto obienido por el menor de los
factores obtuvo en el cociente 39 y en el resto 22. Hallar los fac-
tores,
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190. Dos ciclistas particron al mismo liempo del punto A hacia
el punio B con velocidades diferentes pero constantes. Al alcanzar
el punte B volvieron inmedialamente hacia airds. E! primer ci-
clista dejo atras al segundo y lo encontro en ¢l camino de regreso
a la disfancia de a km del punto B. Luego, después de alcanzar
el punto A y de volver hacia el punto }}, encuentra al segundo
cictista después de recorrer una fA-ésima parie de la distancia de
A a B. Hallar la distancia entre A y B.

191. Dos automéviles particron al mismo liempo de un mismo
punto en una misma direccion. La velocidad del primer automovil
es de 50 kmyh y la del segundo, de 40 km/h. Después de media
hora, del mismo punto y en la misma direccion parte un tercer
aufomévil que alcanza al primero 1,5 h més tarde que al segundo.
Hallar Ja velocidad del tercer automovil.

192. De los punios A y B parten al mismo tiempo al encuentro
uno del ofro un transelnte y un ciclista. Después de su encueniro,
el transeinte conlinia su camino hacia B, mientras que el ciclista,
vuelve atrés y se dirige fambién hacia B. El iranseinfe, que par-
ti6 de A, llega a Bt h mas tarde que el ciclista. ¢Cudnto tiempo
pasd hasta el encueniro del transelinte con el ciclista si se sabe
que la velocidad del transeinte es & veces menor que la del ciclista?

193. Un cartero que se dirige sin pararse del punto A al punto
C a lravés del punlo B, pasa el camino de A a B con una velo-
cidad de 3,56 km/h y el de B 2 C con la velocidad de 4 km¢h,
Para conseguir regresar de € a A en el mismo tiempo por ¢l mismo
camino, debe hacer 3,75 km por hora en el curso de todo el tra-
vecto. Sin embargo, al llegar, en el camino de regreso, al punto B
con la velocidad indicada, se detiene en este punto 14 min y para
conseguir regresar al punto A en el tiempo indicado debe pasar de
B a A4 km por hora. Hallar la distancia que hay entre A y B
y entre 8 y C.

194, El camino de A4 a B de 11,5 km de longitud va al prin-
cipio cuesta arriba, después por un lugar llano v luego cuesta abajo.
Un peaién que se dirige de A a B, pasa todo el camino en 2 he-
ras 54 minutos y en el camino de regreso pierde 3 horas 6 minu-
tos. La velocidad de marcha es la siguienle: cuesia arriba 3 kmyh,
por el lugar liano 4 km/h y cuesta abajo 5 km'h. ¢Qué extensicn
ocupa el camino llano?

195. Para los ensayos de motocicletas de diferenles tipos, dos
motociclistas parten al mismo tiempe del punto A a B y del punto
B a A. La velocidad de los dos moteciclistas es constante y al
llegar al punto final vuelven inmediatamente hacia airs. La primera
vez se encuentran a la distancia de p km de B y la segunda a ¢ km

2° 35



de A, ¢ horas después del primer encuentro. Hallar la distancia
entre A y B y la velocidad de ambos moteciclistas.

196. Un avion vuela de 4 a B en linea recta. Al cabo de
cierto tiempo, a cavsa del viento contrario el avién disminuye su
velocidad hasta v km/h, como resultado de lo cual tarda ¢, minu-
los. Durante su segundo vuelo, el avion, por la misma causa, dis-
minuye su velocidad hasta la misma magnitud, pero a d km mas
lejos de A que en el primer vuelo y tarda ¢, minutos. Hallar la
velocidad inicial del avién.

197. De dos aleaciones con diferente porcentaje de cobre que
pesan m kgf y n kgl se cortan dos pedazos de igual peso. El pe-
dazo cortado de a primera aleacion se funde con el resto de la
segunda y el pedazo cortado de la segunda aleacién se funde con
el reslo de la primera, después de lo cual el porcentaje de cobre
en ambas aleaciones se hace igual. ¢Cuanto pesa cada uno de los
pedazos cortados?

198, Se tienen dos pedazos de aleacion de plata con cobre. Uno
de ellos contiene p% y el otro ¢% de cobre. ¢En que proporcion se
deben lomar las aleaciones del primero y segundo pedazos para
obtener una nueva aleacion que contenga r% de cobre? ¢Para cuéles
relaciones entre p, ¢ y r el problema es posible v cual seri el
peso maximo de la nueva aleacién si el primer pedazo pesa P gf
y el segundo Q gf?

189. Los obreros A y B frabajaron el mismo numero de dias.
Si A hubiese trabajado un dia menos y B 7 dias menos, entonces A
habria ganado 72 rub. y B, 64 rub. 80 kop. Si al confrario, A
hubiese trabajado 7 dias menos y B un dia menos, B habria ganado
32 rub. 40 kop. més que A. Cuinto gand cada uno en realidad?

200. Dos cuerpos se mueven por una circunferencia en direc-
ciones opuestas. El primero se mueve uniformemente con una velo-
cidad lineal » y el segundo tiene un movimiento uniformemente
acelerado con una aceleracién lineal a. En el instante inicial ambos
cuerpos se encontraban en un mismo punto A y la velocidad del
segundo era nula. ¢Al cabo de cudnto tiempo se encontrardn por
primera vez estos cuerpos si el segundo encueniro serd de nuevo
enn el punio A?

201. Una piscina se llena de agua con ayuda de dos grifos.
Al principio, el primer grifo permanecié abierto una tercera parte
del {iiempo requerido para llenar la piscina valiéndose solamente
del segundo grifo. Luego, al comntrario, el segundo grifo permane-
ci¢ abierfo una fercera parie del tiempo necesario para ilenar la
piscina haciendo use sblo del primer grilo. Después de esto se ilend
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una #—8 parte de la piscina. Calcular el tiempo necesario para ile-

nar la piscina haciendo uso de cada grifo por separado, si mante-
niendo abiertos ambos grifos a la vez la piscina se llena en 3 ho-
ras 36 minutos.

202. Un tubo cilindrico con pisién se encuenira sumergido en
un recipiente con agua; entre el pistén y el agua hay una columna
de aire de A m a la presion atmosi¢rica. Luego, el pistdn se eleva
hasta la altura de b m sobre el nivel del agua en el recipiente.
Calcular la altura del agua en el tubo, si se sabe que la altura de
la columna de liquido en el barémetro de agua a presion atmos-
férica es igual a ¢ m.

203. Un tubo cilindrico en el que se desplaza un piston esta
sumergido en una faza con mercurio. En el tubo, el mercurio se
encuentra a 12 em més alio que su nivel en la taza, y la columna

de aire sobre el mercurio (hasta el pistén) es igual a 29—‘3( em.

El pistén desciende 6 cm. ¢Cual serd en este caso la allura de la
columna de mercurio, si la presion exterior del aire equivale
a 76 cm de Hg?

204. Fn cierto instante el reloj marca 2 minutos menos de lo
debido, aunque va adelantado. Si marcase 3 minulos menos de lo

: | : 5
que debe marcar, pero se adelantara al dia en 5 minuto mas de

lo que se adelanta, entonces marcaria la hora exacta un dia anies
que lo marca. ¢En cuéntos minufos al dia se adelanta este refoj?

205. Dos depositanies cepositaron en la caja de ahorros iguales
cantidades. El primero retiré su depésito al cabo de m meses y re-
cibié p rub. El segundo, al retirar su depdsiio pasados los n meses
recibié g rub. ¢Cuénto dinero depositd cada uno y qué porcentaje
paga la caja de ahorros?

206. Dos puntos se desplazan uniformemente y en una misma
direccion por una circunferencia de radio R. Uno de ellos hace una
vuelta completa en { s. méas rapido que el otro. El tiempo entre
dos encuentros consecutivos de fos puntos es igual a T. Hallar las
velocidades de eslos puntos.

207. En un frasco hay una solucion de sal de cocina. Del frasco

. I i
se vierte a una probela - parte de la solucién y se concentra por

evaporacion hasta que el porcentaje de sal en la probela aunmente
el doble. Luego, la solucién concentrada se vierte de nuevo al
frasco. Comio resuliado, el contenido de sal cn el irasco aumenta
en un p por cienfo. Delerminar el porcentaje de sal inicial.
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208. Dos recipienles iguales de 30 | de capacidad cada uno,
contienen en f{otal 30 1 de alcohol. El primer recipiente se llena
hasta los bordes con agua, v cen la mezcla obtenida se rellena
adicionalmente el segundo recipiente. Luego, del segundo recipiente
<¢ echan al primero 121 de la nueva mezcla. ¢Cuanto alcchol habia
al principio en cada recipiente, si al final en ef segundo hay 21
de alcohol menos que en el primero?

209. Tres turistas A, B y C pasan un embalse de almacena-
miente de s km de ancho: A a nado con una velocidad de » kmyh,
mientras que 8 y C, con auxilio de un bote automdvil cuya velo-
cidad es v, km/h. Pasado cierto tiempo desde el inicio del paso,
¢ decide vencer a nado el resto de la distancia (nada con la misma
velocidad que A). B, mientras tanto, vuelve hacia atrds para coger
a A. A sube al bole y continia su camino junto con B. Los tres
turistas llegan a la oriila opuesta al mismo tiempo. Hallar el tiempo
que consumid ¢l paso.

210, Un tren parte de la estacién A en direccion hacia B a las
135 00 min. A las 19h 00 min tuvo que detenerse debido a la
obstruccion de la via por acumulacién de nieve. Después de 2 ho-
ras se consiguio limpiar la via y el maquinista, para recuperar €l
tiempo perdido, conduce el tren el resto del camino a una velocidad
que supera en un 20% la velocidad del tren anies de su parada.
De resultas, el tren llegd a B con un retraso de 1 4. Al dia siguien-
fe el tren que se dirigia de A a B por ¢l mismo horario se de-
tuvo por la misma causa a 150 km mas lejos de A que el primer
{ren. Después de 2 horas de parada, éste también aumenid su velo-
cidad en un 20% en comparaciéon con la inicial, pero consiguid
recuperar solamente media hora y tardéo a B 1 A 30 min. Hallar
la distancia enlre A y B.

211. El embarcadero A se encuentra a la distancia de a km rio
abajo del embarcadero B. Un bote automévil hace el viaje de A a
B v de vuella (sin detenerse en B) en T horas. Hallar la veloci-
dud del boie en agua muerta y la velocidad de la corriente, si se
sabe que en uno de los viajes, al regresar de B a A, el bofe sufrié
una averia a bkm de A, a causa de lo cual se detuvo T, h y dis-
minuy6é en dos veees su velocidad ulferior, como resultado de lo
cual ¢l recorride de B a A requirié c] mismo tiempo que ef de
Aa B.

212. Un depdsilo de 4256 m* de capacidad se llend de agua con
ayuda de dos grifos. El primer grifo permanecié abierto 5 horas
mas que el segundo. Si el primer grifo hubiese estado abierto el
tiempo que cn realidad estuvo abierto el segundo y el segundo, el
tiempo que verdaderamente permanecié abierto el primero, ¢nion-
ces, del primer grifo hubiera fluido dos veces menos agua que del
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segundo. Si se abren los dos grifos al mismo tiempo el depésito e
llena al cabo de 17 horas.

Tomando en consideracion todas las condiciones scfialadas, Je-
terminar el tiempo que permanecio abicrto el segundo grifo.

213. Segin el horario un tren debe pasar el trecho AB de 20 km
con una velocidad constante. La primera vez el tren pasé la mitad
del camino a dicha velocidad y se detuvo 3 min. Para Ifegar a tiempo
a B el tren tuvo que aumentar su velocidad en la segunda mitad
del trecho en 10 km por hora. La segunda vez el fren estuvo pa-
rado a la mitad del camino duranie 5 min. ;A qué velocidad tuvo
que recorrer el reslo del trecho para llegar a B cegin el grafico?

214. Dos aviones despegan al mismo tiempo ce los puntos A y
B al enctentro uno del otro y se encuentran a la distancia de a km
de la mitad de AB. Si el primer avion hubiese despegado & horas
mas tarde que el segundo, enlonces te habrian encontrado en la
mitad de AB. Si, 2l conlrario, el segundo avion hubiese despegado
b horas después de despegar el primero, ¢stos se habrian encon-
trado a una cuarta parle de la distancia hasta B. Haliar la dis-
tancia enlre 4 y B y la velocidad de los aviones.

215. Del embarcadero A partieron al mismo tiempo rio abajo
un bote y una balsa. El tote, cespués de pasar 96 km rio abaio,
volvié hacia atris y regresd a A al cabo de 14 horas. Hallar la
velocidad del bote en agua muerta y la velocidad de la corriente,
si sc sabe qLe en su camino ce regreso ¢l bote enconfré a la balsa
a la distancia de 24 km de A.

216. Dos cuerpos iniciaron su movimiento al mismo tiempo vy
en una misma direccion a parlir ce dos puntos, la dislancia entre
los cuales es igual a 20 m. Uno de ellos, el que e encuenira mas
atras, se desplaza en movimiento uniformemente acclerado y en el
primer segundo pasa 25 m, mientras que en el segundo siguiente

recorre Tm mis. El olro cuerpo se encuentra en movimiento uni-

formemente retardado y en el primer segundo pasa 30 m, nienfras
hich ! y

que en el segundo siguienie hace - m menos. ¢Dentro de cuinlos

2
segundos el primer cuerpo alcanzard al segundo?

217. Una lancha pasa rio abajo una distancia de 10 km y des-
pués rio arriba 6 km. La velocidad de la corriente es igual a 1 km-h.
¢Entre cuales limites debera encontrarse la velocidad propia de ia
lancha para que lodo el viaje le ocupe de 3 a 4 horas?

218. Las capacidades de tres recipicntes cibicos A, B y € son
entre si como 1:8:27 y los volumenes del agua que ellos contienen
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como 1:2:3. Después del transvase de A a By de B aC, en los
tres recipientes se obtuvo una capa de agua de igual profundidad.

Luego, de C a B se transvasan 128 = 1y después de eslode B a A

una cantidad tal, que la profundidad del agua en A resulta dos
veces mayor que en B. Al mismo ilempo resulté que en A hay
1001 de agua menos que en el momenlo inicial. ¢Cudnto agua
habia al principio en cada recipiente?

219. Hallar un nimerc de cuatro cifras por las condiciones si-
guientes: Ia suma de los cuadrados de las dos cifras extremas es
igual a 13; la suma de los cuadrados de las cifras del medio es
igiral a 85. Si del nimero buscado se resta 1089, se obtiene un
niimero que se escribe con las mismas cifras, pero en orden con-
trario.

220, Dos punlos se desplazan por una circunferencia de { m de
longitud con las velocidades v y w< v. ¢Pasado cuanto tiempo
después del inicio del movimiento sucederin los encuentros conse-
cotivos de los punlos, si éstos se mueven en una misma direccion
y el primero comenzd su movimiento ¢ segundos antes que el se-
gundo, retrasandose al principio am del segundo en sentido del
movimiento (a < {)?

221, Una aleacién de dos melales de P kgl de peso pierde en
el egua A kgf. Un pedazo de uno de los metales que componen la
aleacién, de P kgf de peso, pierde en el agua B kgl de peso, y del
otro, C kgf. Hallar el peso de los metales que componen la alea-
cion y estudiar la posibilidad de la solucion del problema en
dependencia de las magnitudes P, A, B y C.

222, Unas bhalsas partieron del punio A hacia la desemboca-
dura del rio a favor de la corriente. En la desembocadura dei rio

un harco las tomé a remolque y pasados lTr’l8 dias desde el mo-

mento en que salieron del punto A las condujo por un lago al
punto B. ;Cuénto tiempo remoled el barco a las balsas por el lago
desde la desembocadura del rio hasta el punto B, si se sabe que
el barco hacia (sin remolque) ei viaje de A a B en 6l horas y de
B a Aen 79 horas, vy que la velocidad durante el remolque cs
dos veces menor?

223, En ¢l trozo de A a B de un rio, la corriente es tan débil
que se puede despreciar; en la seccion de B a C la corriente ya
es hastante fuerte. Una lancha salva la distancia de A a C rio abajo
en 6 horas de C a A, rio arriba, en 7 horas. Si la corriente en
el trozo enire A y B fuera la misma que en la seccion de B a C,
entonces lodo el camino de A a C ocuparia 5,5 horas, ¢Cuinto
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tiempo se necesilaria, en este caso, para recorrer el camino de C
a A rio arriba?

224. Un vaso contiene una solucidén de un p% de dcido. De éste
se vierten al y se afiade la misma cantidad de solucién de g% de
dcide (g < p). Luego, después del mezclado, esta operacién se repile
k—1 veces, como resuitado de lo cual se obiiene una solucion de
r9% de concentracion. Hallar la capacidad de) vaso.

225. En una caja de ahorros que paga un p% anual se depositan
A rublos. A final de cada ano el depositaric retira B rublos. ¢Dentro
de cudntos afios, al relirar la suma correspondiente, el resto serd
tres veces mas que el depdsilo inicial? ¢Para cudles condiciones el
problema tiene solucion?

226. En una parcela forestat, el acrecimiento anual de madera
es igual a un p%. Cada invierno se asierra cierla cantidad x de
madera. ¢Cuil deberd ser x para que deniro de n afios la cantidad
de madera en la parcela aumente g veces, si la cantidad iniciai de
madera es igual a a?

227. Se tienen n reciplenies cilindricos iguales. El primero se
llena por completo de alcohol y los demas hasta la mitad de una
mezcla de alcohol con agua, con la particularidad de que la concen-
tracion de alcohol en cada recipiente es k veces menor que en el
anterior. Con el contenido del primer recipiente se llend hasta los
bordes el segundo, después con el contenido del segundo, el tercero
y asi sucesivamente hasta el {ltimo. Hallar la concentracion de al-
cohio] obtenida en el altimo recipiente.

228. Se examina una [raccion {la relacion entre dos niimeros en-
teros), cuyo denominador es menor en una unidad que el cuadrado
del numerador. Si afiadimos dos unidades al numerador y al deno-

. s . 1 s
minador el valor de la fraccidon serd mavor que 5 - Si del nume-
rador y del denominador se restan tres unidades, la fraccion sigue

: o ; ! i
siendo positiva, pero sera menor que 5. Hallar esta fraccion.

7. Problemas diferentes

TRANSFORMACIONES ALGERRAICAS

229, Calcular la suma

1 1 1
IS A T T R T =

230. Simplificar la expresion
(x+a) (8 -a?). . (8" et T!),
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231, Simplificar la expresion
(t—axtof) (' —axt+af). . (" —a" T 2T e,

232. Se dan dos series de nimeros:

al.l a!l ey an‘
by By wwy B4

suponiendo que sea Sy==0,+b,4 ... 48, demostrar que
{Ilbl + “abi —}" e, 'l' aubrx == (al _ai} S]. + {a'z _"_a:i) S‘a + P
L% "I" (an—l“_ﬂ'n) Sn—l +ansn'
233. Demostrar que de la igualdad
oL bl =bc+4ac-ab,

donde @, b y ¢ son ndmeros reales, se deduce que g=b=c.

234, Demoslrar que si a®- b +¢*==3abe, entonces, o bién
@ =bctcad-ab, 6 at+b+c=0.
235. Demostrar que si
& +ai4... Faz=p3
Bt HBE =gt
ab,+ab, 4 ... Fab,=pg
y pg==0, enfonces a,=Ab,, ay=2Ab,, ..., a,=A4b,, donde =L,

Fri
(Todas las magnitudes se suponen reales).

236. S= conoce que la secuencia de los nimeros a,, a,, 4, ...
para cualquiera que sea n, satisface a la relacion

0,,.}'-—2&” +an-1 =1

Expresar a, por medio de a,, &, y #.

237. La sucesion de los nlieros a,, @, G4 ooy @, ... para
n> 2 satisface a la relacion

a, = {u +5} an—t_aﬂan-ar
donde e y B fa=%p) son nimeros conocidos. Expresar a, por medio
de o, B, a,. a,.
TEOREMA DE BEZOUT, PROFIEDADES DE LAS RAICES DE 1L.OS POLINOMIOS

238. Las rafces x, y x, de la ccuacion x*—3ax-a*=0 son ta-
les que x3-}-13— 1,75, Determinar a.
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239. Se tiene la ecuacion x2 + px 4-¢ — 0. Compoener uha ecuacio
cuadratica, cuyas raices scan

R A R )

240. Supongamios que sean ., y X, las raices de la ecuacion
ax*-|-bx+-¢—=0 {o == 0},

Sin resolver la ecuacion, expresar por medio de sus coeficientes las
cantidades:

s 1 ot
1} =3 --|— Tz'_ 4 Q) ‘t: _E' X183 I \?i'

241. Cudles condicioues ceberdn salisfacer los coeficientes reales
a,, b, uy by, a, y b, para que la expresion
(al '1_ b|x_)= 'I— (a! —}- bsf‘:)s "'r fﬂ,._‘ } {J:SIJ‘
sea el cuadrado de un polinomio de primer grado respecto de x con
coeficientes reales?

242, Demostrar que las raices de la ecuacion cuadratica x* - px |-
+ g=0 con cocficienles reales son negativas o tienen una parte real
negativa en el tnico caso cuando p.- 0, ¢ - 0.
243. Demosirar que si ambas raices de la ecuucion
PEpeg=0
son positivas, entonces las raices de la ecuacion
qy* +(p—2rq)y 41 —pr -0
seran también positivas para todos los valores de r = 0. Aclarar si
es jusla esta afirmacién siendo r < Q.
244, Hallar todos los valores reafes de p para los cuales las raices
de la ecuacion
(p—3) x> —2px-+0p=0
son reales y positivas.
245, Para cualquier valor positivo de % todas las raices de la
ecuacion
ax® -bx ek =0
son reales y positivas. Demostrar que en eslé caso a=0 (se supone
que los coeficientes @, b y ¢ son reales).
246. Denostrar que ambas raices de la ecnacion

ok x1=0
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satisfacen a la ecuacién
xim -l KA+l + Kt — 0‘

donde m, n y p son nimeros enteros cualesquiera.

247. El sislema de ecuaciones
a(+y)+x4y—r=0,
x—y4-r=0
tiene soluciones rcales para cualquier valor de A. Demostrar que a=10.
248. Dcemostrar que para cualesquiera valores reales de a, py g,

tas raices de la ecunacion

o

X—p ' x—g ot
son reales.

249 Demoslrar que la ecuacién cuadratica
@ xF - (b5 at —c?) x-H- b =0
no puede lemer raices reales si a+b>2-c y |a—b|<ec.
250. Se corioce que X, X, ¥ X, son las raices de la ecuacién
=24 x4 1=0.
Comporner una nueva ecuacion, cuyas raices sean los numeros
Yy== X,q,  Ho=X%) Uy = XX,
251. Se conoce que x,, X, ¥ Xg son las raices de la ecuacidn
¥—xt—1=0
Componer upa nueva ecuacién, cuyas raices sean los nomeros
h=Xt X, h=XHX gi=X4
252. Expresar el {érmino independicnte ¢ de la ecuacién ciibica
dlattbx-fe=0

por medio de los coeficientes a y b, conociendo que las raices de la
ecuacion forman una progresion aritmética,

253. Supongainos que lodas las raices de cierta ecuacion
B 4pet+gx+r=0

sean positivas. ¢A cuél condicion suplementaria deberdn safisfacer
sus coeficienies p, g y r para que de los segmentos, cuyas longi
tudes son iguales a estas raices, se pueda construir un trianguio?
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Indicacién. Estudiar la expresion
(g =+ 2y —xg) (g x5 —p) (X520 —22).
254. Las ecuaciones

¥4 px+q,=0,
xs"i'pax"l"‘h:(]

(1% P2y §:55go) lienen una rafz comin. Hallar esta raiz v las
demas raices de ambas ecuaciones.

255, Hallar todos los valores de A para los cuales las ecuaciones
A — 2 —x— (A 1)=0
ity —(h41)=0

tienen una raiz comGn y hallar esta rajz.
256. Todas las raices del polinomio
P{xy=x*4+px+4gq
con coeficientes reales y g==0 son reales. Demostrar que p <Z0.
257. Demostrar que la ecuacion
¥ d-axt—b=0,
donde a y b son reales v &> 0, tiene solamente una raiz positiva.

258. Hallar todos los valores reales de a y & para los cuales las
ecuaciones

a4 18=0,
X+bx +12=0

tienen dos raices comunes y determinar estas raices.
259. Demostrar que

Y 0+ v+ Y04z =a

260. Supongamos que a, b y ¢ sean por pares niuneros no iguales
entre si.
Demostrar que la expresion

@ (c—b)+ b {a—c)+ ¢t (b—a)
no es igual a cero.
261. Descomponer en [actores la expresion
(X +y+2)—x—y—2%
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262, Demosirar que si tres nimeros reales @, b v ¢ estan enla-
zados por la relacidn
!
?+T+? T a—b et
entonces, obligatoriamente dos cualesquiera de estos nlmeros son
iguales en valor absoluto v tienen signos contrarios.

263. Deferminar para cuales valores complejos de p y ¢ el bi
nomio v*—1 se divide por el trinomio cuadrado v*- px-q.

264. :Para cudles valores (e @ y # el polinomio

o —ax® Tt ax—1

es divisible por x—1)

265. Al dividir el polinomio p(x) entre x—a, el resto es 4, al
dividirle por x—10, el resto es B, y si se divide por x—c¢, el reslo
e~ C. Hallar ¢l polinomio que se obtiene en el resto de la division

de p{x} entre (v —a} (x—0) {(x—c), admiticndo que entre los nime-
ros @, & y ¢ no hay iguales.

METOLO DE INDUCCION MATEMATICGA

Lu los problemas propuestos a continuacidn es conveniente usar el mélodo
de induccién malemiltica cumpleta, Para demostrar que vierta afirmacidn ¢s justa
para cualquier nmera real #, es suficiente demostrar que: a) esta afirmacién es
1ush para n==1, b} si esta afirmacion cs ]nsla parn cualquier nimero real #,
serd lambidn iusll para el nimero consecuenle n -

266. LCemosirar que
43464104, 408 2020 1040049
267. Demostrar que
e o L R

ninLt 1) @n-L 1)
4]

268. Demosirar que
[ ! _ n(n43)

23 o34t - 'f'nm Fhm+2 dm+Le+e”

269. Demostrar la férmula de Moivre
iCOS @ - { sen §)? = cos n - i sen ug.
270. Demoslrar que para cualquier valor enfero y positivo de n,
la cantidad
At ot +¥'5 1— 75
a,=——, donde a=—%"— L34 b=—7,i—-,
V3 2 2
es un ndnero entere y pusitivo,
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271. Demostrar que si los nimeros reales ¢, a,, ... @, ... sa-
tisfacen a la condicion — 1 < a;<0, i=1,2, ..., entonces para
cualquier valor de a se cumple [a desigualdad

(I4aptl+a)... (14a,)2 lda,+a,--...ta,.

272. La enésima potencia generalizada de cualquier niimero g,
designada por el simbolo (a),, para los valores enteros y no negativos
de n se determina de la siguiente manera: si n=0, (a),= 1, siendo
n =0, (@), =al@—1)...(a—n+1). Demostrar que para la potencia
generalizada de la suma de dos nimeros es valida la formula del
binomio de Newton

@+8%=(5) @, 0+ (1) @ s+ . ...+ () @ O
VALORES MAXIMOS ¥ MINIMOS

Para hallar el valor minimo del trinomio cuadrado

y=ax*+bx4-¢ (1)
en el caso en que @ > 0, el trinomio se representa en la forma
; b\? b —dac
y=a (x-{-%) iy 2

Puesto que el primer sumando en el miembro derecho no es negativa sca
cual fuere el valor de x y ¢l segundo sumando no depende de x, el trinomio ad-
quiere su valor minimo “con la condicién de que el primer sumando es ignal
a cero.

Asi pues, el valor minimo del trinomic es igual a

H?—dac
yl] P 4a . (3)
Este se alcanza siendo
Tors—ig=i 4

De forma andloga se examina el problema sobre el valor mdximo del trino-
mio en el caso en que a <0

273. Dos ferrocarriles rectos AA’ y BB’ son perpendiculares entre
si y se cruzan en el punfo C. Las distancias AC y BC son respec-
tivamente iguales a @ v b. De fos puntos A y B parlen al mismo
tiempo dos trenes en direccion hacia C con las velocidades v, y v,
respectivamente. ¢Al cabo de cudnto tiempo después de su partida
la distancia entre los trenes serd minima? ¢A qué es igual esta dis-
tancia minima?

274. Los punios A y B se encuentran en la via principal y rec-
tilinea que va del Oeste al Este. El punto B se encuentra a 9 km
mas al Este que A. Un coche parte del punto-4 hacia el Este, y se
desplaza unifermemente con una velocidad de 40 km/h. Al mismo
tiempo, una motocicleta sale del punto B en la misma direccion
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con una aceleracion constante igual a 32 kim/h®, Hallar la distancia
méxima enire el coche y la motocicleta en el curso de las dos pri-
meras horas de movimicnto.

{ndicacion. Es 0lil trazar la grafica de la distancia entre el coche y la mo-
tocicleta en funcién del tiempo.

275. Hallar el valor méximo de la expresion
Hoghx 4 12 tlog? x-*log -;i ;
suponiendo que v varia entre 1 y 64.

276. Hallar el valor maximo de la funcidn

y:mT\l—b (a0, 6> 0).

277. Hallar el valor minimo de la expresion
14 x?
I4+x

siendo x = 0.

978. Hallar el valor minimo de la funcién

@) =|x—a |+ x—b]+|x—c|+|x~d],

donde ¢ <’ b <’ ¢ < d son nhmeros reales fijos y x adquiere valores
reales arbitrarios.

Indicacion, Es cémodo flevar a cabo los razonamientos seiialando los nime-
s ¢, &, ¢y d en el eje numérice.

NUMEROS COMPLEIOS
279. Hallar todos los valores de z que satisfacen la igualdad
Z+|z]=0
(|z| es & médulo del nimero complejo 2).

280. Mallar el nimero complejo z que satisface a las igualdades

z—12 e[S o]
—a |3 7 lz—8|__ :

281. Hallar el producto de la multiplicacion

[+ e+ G D+ ()] 1+ ()T
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982, Entre los niimeros complejos z que satisfacen a la condicion
|z—25i| < 15,
hallar el namero con menor argumenlo. Trazar el dibujo.

283. ¢A cual condicién deberd satisfacer el niimero complejo
a-+bi para que se le pueda presentar en la forma
I—ix
1-Fix?

atbi=

donde x es un nomero real?

284. (Cual valor maximo puede adquivir el médulo del namero
complejo z si
!
Iz+—|= 1?
2

285. A iravés del punlo A se han frazado n rayos bajo angulos
iguales a 2;‘- En uno de estos rayos, a la distancia d de 4 se ha

tomado un punto B, del cual se baja una perpendicular al rayo
vecino. De la base de esta perpendicular se baja de nuevo una pes-
pendicular al rayo siguiente y asi sucesivamente hasta lo infinito.
Hallar la longiiud L de la linea quebrada que se enreda alrededor
de A, obtenida de este modo, y aclarar como variard L al aumentar
el nomero n, en particular, al aumentarlo ilimitadamente.

286. Un nimero de seis cifras empieza por la 1zquierda con la
cifra |. Si se pasa esta cifra del primer lugar al (llimo sin alterar
el orden de las demas cinco cifras, se obtiene un nuevo niimero
tres veces mayor que el inicial. Hallar el nimero inicial.

287. Demosirar que si el nimero real p=abc (@, by ¢ son ciiras
de las clases corespondienies) es divisibie entre 37, entonces los
nimeros g =bca y r=cab también son divisibles por 37.

288. Demosirar que la suma de los cubos de tres nimeros enle-
ros sucesivos es divisible enlre 9.
289. Demostrar que fa suma
S,=n"+3024-0n+3
es divisible entre 3 para cualquier valor entero y positive de a.

290. 120 bolas iguales se han colocado compactamente en lorma
de una piramide triangular regular. ¢Cudntas bolas hay en la base?

291. En un cajon se han metido % cajones. En cada uno de
estos £ cajones, o bien se han metido & cajones o no se ha metido
ni uno y asi sucesivamente. Hallar la cantidad de cajones vacios
si m cajones resultaron llenos.



GEOMETRIA
A PLANIMETRIA

Observaciones preliminares

Senalemos las siguientes relaciones entre los clementos de un triangulo de
fados @, by ¢ v lus dugulos opuestos A, 8 y € correspondientemente,
1. Teorema de los senos:

a b ¢
sen d senB  sen(

donde B es el radio del circulo inscrito.
2. Teorema de los cosenos:

42 =52 0 = 20c cos A.

2R,

Para calcular el drea § de un iridangulo, ademas de la férmula

S==-2L ahg,

donde a es uno de los lados del tridngulo y %, es la altura bajada a este lado,
a conlinuacién se emplean las siguientes formulas:
Formula de Heron

S=V pip—a)(p—b {(p—0),
e es el semiperimetro;

donde p= 5

S=%rzb seriC; S=rp,

donde r es el radio del cfrculs inserito en el fridngule y p es el semiperimetro,

1. Problemas de cdlculo

292, En el tridngulo ABC, el dngulo A es dos veces mayor que
et B. Por los lados conocidos b y ¢ hallar el lado a.

293. Los caletos de un tridngulo rectangulo son iguales a b yc.
Hallar la longitud de la bisectriz del angulo recto.

294, Hallar el tercer lado de un triangulo, si se conocen dos de
sus fados @& v b, v se sabe que las medianas correspendientes a estos
lados se cruzan formando un angulo recto. ¢Para cuéles condiciones
existe esle lriangulo?
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295. Fl angulo del vértice de un tridngulo, cuyos lados latera-
tes son iguales a @ y b (a< ), estad dividido en tres partes 1guales
por rectas cuyos segmentos dentro del tridnguio son entre si como
m:n {m <_n). Hallar las longitudes de estos segmentos.

296. Inlersecar el triangulo dado ABC con una recta DE para-
fela al lado BC, de modo que el drea del tridngulo BDE sea igual
a la magnitud dada k*. (Para cudles relaciones entre %* y el area
del tridngulo ABC el problema es solubie y cudntas soluciones tiene?

297. A través de cierto punlo tomado dentro del triangulo, s¢ han
trazado tres reclas paralelas respectivamente a sus lados. Eslas reclas
dividen al area del triAngulo en seis partes, tres de las cuales son
{ridngulos con areas iguales a S,, S, y S,. Hallar el area del trian-
gulo dada.

998. Los Jados by ¢ de un tridngulo son conocidos. Hallar el
tercer lado ¥, si se sabe que es igual a la allura hajada a esta lado.
¢Para cuales relaciones entre b y ¢ exisie este {ridngulo?

289, En ¢l tridngulo ABC se han trazado las alturas A4, BB,
y CC,, cuyas bases se han unido entre si. Delerminar la relacion
entre el drea del tridngulo A,B,C, v el drea del lridngulo ABC, s
se conocen los Angulos del trianguio ABC.

300. En el triangulo ABC, a través del punto de interseccion
de las bisectrices de los angulos B y C, se ha trazade una recla MV
paralela a BC hasta su interseccion con los lados AB y AC en los
puntos M y N respectivamenie. Hallar la dependencia entre los
segmentos MN, BM y CN.

Examinar los casos:

1) las dos bisectrices son interiores;

2) las dos bisecirices son exteriores;

3) una de las bisectrices es interior y la ofra exierior.

(Cuando coincidirdn los punios M y N?

301. Dentro de un tridngulo regular se¢ ha fomade un punto
arbitrario P, desde el cual se han bajado las perpendiculares PD,
PE y PF a los lados BC, CA y AB respectivamente. Hallar

PD-|-PE+ PF
BD “CE+ AF"

302. Hallar [a relacion entre el area del tridnguio ABC v el
area de otro tridangule, cuyos lados son iguales a las medianas el
{riangulo ABC.

303. En un ftrianguio con lados a, b y ¢ se ha inscrito una
semicircunferencia, cuyo diametro se encuentra sobre el lado e
Hallar €] radio de esta semicircunferencia.
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304. Hallar los &ngulos de un tridngulo rectangulo, si se sabe
que el radio de la circunferencia circunscrita a este tridngulo es al
radio de la circunferencia inscrita como 5:2.

305. A un rectangulo dado circunscribic un nuevo recténgulo,
¢l area del cual sca igual a m®. ¢Para cual valor de m es soluble
el problema?

306. Sobre ¢l lado AB del rectingulo ABCD hallar un punto E,
desde el cual los lados AD y DC se vean bajo angulos iguales.
¢Para cual relacién cntre los lados del rectingulo es soluble el
problema?

307. Hallar el &rea de un trapecio isosceles, si su altura es igual
a hy su lado lateral se ve desde el centro de la circunferencia
circunscrita bajo el 4ngulo a.

308. Se conocer: las bases superior e inferior a y b de un tra-
pecio, Hallar la longitud del segmento que une las mitades de las
«iagonales del trapecio.

309. Cada uno de los vértices de un paralelogramo se ha unido
con las mitades de los dos lados opuestos. ¢Qué parte del area del
paralclogramo compone el drea de la figura limitada por las lineas
trazadas:

310. Los puntos P, Q, R y S son respectivamente las mitades
de los lados A8, BC, CD y DA del paralelogramo ABCD. Hallar
el drea de la figura limitada por las rectas AQ, BR, CS y DP.
si se concce que el drea del paralelogramo es igual a a'.

311, Se conocen las cuerdas de dos arcos de una circunferencia
de radio R. Hallar la cuerda del arco igual a la suma de los arcos
dados o a su diferencia.

312, La distancia enire los centros de dos circunferencias que se
cruzan, de radios R y r, es igual a d. Hallar el 4rea de su parte comin.

313, Tres circunferencias de radios r, r, y R tienen contacto
exlerior de dos en dos. Hallar la longitud de la cuerda cortada por
la tercera circunferencia de la tangente interna comin de las dos
primeras circunierencias.

314, Dos circunferencias de radios R y r (R >r) tienen contacto
interior. Hallar el radio de una tercera circunferencia que hace con-
facto con las dos primeras y con su didmetro comun.
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315. Tres circunferencias ignales que tienen contacto entre si de
dos en dos, hacen contaclo exterior con un circulo de radio r.
Hallar las areas de fos tres {iridngulos curvilineos formados por
dichas circunferencias.

316. Con el segmento de longitud 2a4-20 y sus partes de lon-
gitudes 2a y 2b tomados como diametros, se han construido semi-
circunferencias que se encueniran a un mismo lado del segmento.
Hallar el radio de la circunferencia que hace contacto con las
fres circunferencias construidas.

317. Se tiencn dos rectas paralelas v un punto A entre clias.
Haliar los lados del triangulo rectangulo, el vértice del 4dngulo recto
del cual se encuentra en el punto /Fuy los vértices de los angulos
agudos descansan en las rectas paralelas dadas, si se conoce que el
area del tridngulo es igual a una magnitud dada &°.

318. Dentro de un poligono regular de n lados iguales a a se
han inscrite n circunferencias iguales de modo que cada una de
ésfas hace contacto con dos lados contiguos del poligono y con
otras dos circunferencias. Hallar el drea de la “esirclla” formada
en el centro del poligono.

319. Por uno de los puntos C del arco AB de una circunierencia
se han frazado dos rectas arbitrarias que cortan la cuerda AB en
los puntos D y E y a la circunferencia, en los puntos F y G.
¢Para cual posicion del punto C en la cuerda AB, al cuadrilatero
DEGF se le puede circunseribir una circunferencia?

320. Dentro de un éngulo agudo se inscriben circunferencias que
hacen confactc una con otra. Demostrar que los radios de estas
circunferencias forman una progresion geoméirica. Hallar la depen-
dencia énire el denominador de la progresién y la magnitud del
angule agudo.

321. En el punto A de un plane P esld ubicado un manantial
de luz. Sobre el plano se ha colocado un espejo semiesiérico de
radio 1, cuya superficie especular interior estd dirigida hacia el
plano de tal modo que el eje de simetria del espejo ¢s perpendicular
al plano P en el punte A. Determinar la distancia desde el espejo
hasta el plano y el radio del circulo iluminade en el plano P, si
se conoce que el angulo minimo entre los rayos reflejades por el
espejo y el plano P es ignal a 15°

322. Los centros de cuatro circunferencias de radio r estan
dispuestos en los vértices de un cwadrado cuvo lado es a. Hallar
el area S de la parte comiin de las cuatro circunferencias que se
encuenira deniro del cuadrado.
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323. Las diagonales de un {irapecio dividen a éste en cuatro
triangulos. Hallar el drea del trapecio, si las areas de los tridngulos
adyacentes & las bases son iguales a S, v S,.

324, Lixpresar las diagonales de un cuadrililero inscrito por
medio de sus lados. Obtener el teorema de Ptolomeo: e todo
cuadrilatero inseriptible el producto de las diagonales es igual a la
suma de los productos de los lados opuesios.

2. Froblemas de construccion

325. Se conocen dos circunferencias de diferentes radios, una
fuera de la otra, y un punto A en una de ellas. Trazar una fercera
circunferencia que haga contacto con las dos dadas y que pase por
el punio A. Examinar los distintos casos posibles de disposicién
del punto 4 en la circunferencia dada.

326. Se conocen una circunierencia, una recta y un punto /A
sobre esla recta. Trazar una nueva circunferencia que haga conlacto
con la vircunferencia y la recta dadas y que pase por el punto A.
Examinar detalladamente las solucienes que tiene el problema en
distintos casos.

327. Se tienen una recta, una circunferencia y un punto A en
esta circunferencia. Trazar una nueva circunferencia que haga con-
lacto con la recta y la circunferencia dadas y que pase por el
punto A. Analizar detalladamente las soluciones que tiene el pro-
blema en cada caso delerminado.

328. Construir un tridngulo rectangulo, si se conocen st hipote-
nusa ¢ y la altura A4 bajada a la hipotenusa. Hallar {a longitud ue
los catelos y aclarar para cual relacion entre 2 v ¢ es soluble el
problema.

329, Se conocen las longitudes de los tados AB, BC, CD v DA
de cierto cuadrilatero plano. Trazar esle cuadrildtero, si <e sabe
que la diagonal AC divide al dngulo A por la mitad.

230. Trazar un triangulo por los punios de interseccion de las
prolongaciones de la bicectriz, la mediana y la altura que parten
de un mismo vértice, con el circulo de la circunferencia circunscrita
al triangulo.

431, Tomando los vértices de un tridngulo como centros, cir-
cunseribir circunferencias ce modo que hagan contacto de dos en
dos. [Ixaminar los casos de contacto exterior y los casos de contacto
futerior.
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332. Inscribir el tridnguifo ABC en una circunferencia dada, si
se conocen el vértice A, la direccion de ta altura h, y ol punto
de interseccion de la altura h, con la circunferencia.

333. Coriar un trapccio con una recta paralela a la base, de
modo que el segmento de esta recta dentro del trapecio se divida
por las diagonales en ires partes iguales.

334. Construir un cuadrado, si se conocen uno de sus vérlices
y dos puntos ubicados en los dos lados, o sus continuaciones, que
no pasan por el vértice dado.

385. A fravés de un punio M que se encuenira sobre la base
AC del triangulo ABC, trazar una recta M, que separe del fridn-

, . 1 ; &
gulo una parte, cuva érea sea igual a T del 4rea de todo el lrian-
gulo. ¢Cuantas soluciones tiene el problema?

336. En un tridngulo dado inscribir, haciendo uso de un compés
y una regla, un rectangulo con una de sus diagonales dadas.

337. A una circunferencia dada circunseribir un tridngulo, si
se convce uno de sus angulos y el lado opuesto a este angulo.
Hallar la condicion de solubilidad de esie problema.

338. Se tienen una recla CD y dos puntos & y B no pertene-
cientes a esia recta. Hallar en la recta dada un punto M de modo que

/ AMC =2 4 BMD.

3. Problemas de demostracion

339, Demostrar que la mediana de todo triangule es menor que
ta semisuma. de los lados que la comprenden y mayor que la dife-
rencia entre esta semisuma y la mitad de! lercer lado.

340. Demostrar que en todo {iridngulo ABC la distancia desde
el centro de la circunferencia circunscrita a este fridngulo hasta su
lado BC es dos veces menor que la distancia del punlo de inter-
seccion de las alturas al vértice A.

34t, Demostrar que la suma de las distancias desde un punlo
cnalquiera, fomado dentro de un tridngulo regular, hasta los lados
de este trién%ulo es una magnitud constante, que no depende de
la posicion del punto,

342, Demostrar que en todo tridngulo, al mayor lado le corres-
ponde menor bisectriz.
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343. Demostrar que si P, , R son respectivamenie los punlos
de interseccion de los lados BC, CA y AB (o sus prolongaciones)
del tridngulo ABC con cierta recla, entonces

PBOC RA_ |
PCQARB ™ ™
344, En el iridngulo rectingulo ABC el catelo AC es tres veces

mayor que AB. El cateto AC esld dividido por los puntos K v F
en tres parles iguales. Demosirar que

L AKB+/ AFB+ £ ACB=13..

345, Supongamos que sean ¢ y b los catetos de un tridngulo
rectangulo, ¢ su hipolenusa y % la altura bajada desde el vértice
del angulo reclo a la hipotenusa, Demostrar que el iridngulo con
los lados #, ¢c+h y a+b es rectangulo.

346, En un tridngule isésceles de base @ y lado &, el dngulo
del vértice es igual a 20°. Demosirar que a®-}-b? = 3ab?.

347, Demostirar que el dnpulo de un tridngulo serd agudo, recto
u obfuso, segin que el lado opuesio sea menor, igual o mavor que
el doble de la mediana correspondiente.

348. En el fridngulo isésceles ABC el &ngulo del vértice B es
igual a 20°. En los lados AB y BC se han tomado respecti-
vamente los puntos Q@ y P de modo que / ACQ=60"y L CAP =
= 50° Demostrar que / APQ=8(",

349. Demostrar que si enlre los lados @, & y ¢ de un tridngulo
existe la dependencia a*=#+bc, entonces los angulos 4 v B
opuestos a los lados ¢ y b satisfacen a la igualdad £ A=2 /B.

350. El ftriangulo AOB ha sido girado en su plano 90° alre-
dedor del vértice O, como resultado de lo cual el vértice 4 ha
pasado al punto A, y el vértice B, al B,. Demostrar que en el
triangulo OAB, la mediana de] lado AB, es la altura del A\ OA,B
(de manera analoga, la mediana del lado A,B en el tridngulo 0A,B
es la alfura del A\ OAB,).

351. Demostrar que la suma de los productos de las alturas de
un tridngulo acutdngulo por los segmentos de éstas comprendidos
enltre el ortocentro y el vértice es igual a la semisuma de los cua-
drados de los lados. Ceneralizar esta proposicion para el caso de un
{ridngulo cblusidngulo.

352. Supongamos que las longitudes a, b y ¢ de los lados de
un {ridngulo satisfacen a las desigualdades a < b < ¢, formando
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una progresion aritmética. Demostrar que ac =6Rr, donde R es el
radio de la circunferencia circunscrila al triangulo y r, el radio de
la circunferencia inscrita en el mismo.

353, Demosirar que el cuadrado de la bisectriz, {razada desde
el vértice de un tridangulo arbitrario, es igual al producio de los
lados laterales menos el producto de fos segmentos de la base.
Aclarar el sentido de la igualdad indicada para el caso de un trian-
gulo isosceles.

354. Sobre los lados AB y AC del triangulo ABC se han tra.
zado, en sentidos opuestos, dos segmentos BD — CE. Demostrar que
el segmento DE se divide por el lado BC en proporcién inversa
a la proporcion de los lados AB y AC.

355, Demostrar que en todo tridngulo la bisectriz se encuentra
enfre la mediana y la altura trazadas desde el mismo vértice.

356, Demostrar que una recta siméirica con la mediana respecto
a la bisectriz del angulo interno de unm iridngulo, divide al lado
opuesto en partes proporcionales a los cuadrados de los lados con-
tiguos.

3567. Sobre los lados de un tridngulo ABC se han tomado Jos
punlos P, Q v R de modo que tres rectas AP, BQ y CR se inter-
secan en un mismo punto. Demostrar que

AR-BP-CQ=RB-PC-QA.

358, Demostrar que en todo triangulo, la relacion entre los
radios R y r de las circunferencias circunscrita e inscrita y la dis-
fancia [ entre los centros de esias circunferencias es

= R2—2Rr.

359. Demosirar que en todo fridngulo, la relacién enire el radio
de la circunferencia circunscrila a este tridngulo y el radio de la

; iy il : I
circunferencia inscrita en el mismo no supera a .

360. Demosirar que para fodo triangulo rectidngulo es vilida
la desiguaidad
0,4 < £ <05,

donde r es el radio de la circunferencia circunscrita y 4, 1a altura
bajada a la hipotenusa.

361. Demostrar que en todo tridngulo acutangule
ka+kb+kc:=r+Rr
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donde k,, &, y k. son las perpendiculares bajadas del centro de
la circunferencia circunscrita, a los lados correspondientes; r y R
son los radios de las circunferencias inscrila y circunserifa.

{ndicecidn. Los miembros izquierdo y derecho de la igualdad buscada
pucden ser expresades por miedio de los lados y los dngulos del triangulo.

362. Los vérlices A, B y C de un fridngulo estin unidos con
los puntos A,, B, y C, dispuestos arbitrariamente sobre los lados
opuestos {exceplo en los vértices). Demostrar que los puntos medios
de los segmentos Ad,, BB, y CC, no se encuentran en una misma
recla.

363, A fravés de un punte arbifrario O, tomado dentro del
triangule ABC, se han frazado las rectas DE, FK y MN paralelas
respectivamente a AB, AC y BC. Los puntes F y M se encuentran
sobre el lado AB; E y K, sobre BC y N y D, sobre AC. De-
mostrar que

éi_u_ﬁf-fﬂ ]
AB ' BC ' CA T T

364. En un {riangulo ce ha inscrilo un cuadrado de modo que
uno de sus lados se encuentra sobre el lado mayor del tridngulo.
Demostrar que la desigualdad V'2r < x < 2r, donde x es la lon-
gitud del lado del cuadrado y r es el radio de la circunferencia
inscrita en dicho {ridnguio.

365. Cemostrar que los punlos medios de los lados de un tridn-
gulo, las bases de las alturas y los puntos medios de los segmenios
de las alturas, comprendidos entre cada vérlice y el punlo de in-
terseccién de las alturas, representan nueve puntos que se encuen-
fran en una misma circunferencia. Demostrar, al mismo tiempo,
que el ceniro de esta circunferencia es el punio medio del cegmenio
que une el punto de inlerseccion de las alturas del triangulo dado
con el centro de la circunferencia civcunscrita v que su radio es
igual a la mitad del radio de la circunferencia circunscriia.

366. En un tridngulo, desde las bases de cada altura se han
bajado perpendiculares a los otros dos lados. Demostrar que: 1) las
bases de estas perpendiculares son los vértices de un hexagono,
tres lados del cual son parslelos a los lados del tridngulo; 2) a este
hexagono se le puede circunseribir una circunierencia.

367. Demostrar que en tedo (ridngulo rectingulo la suma de
los catetos es igual a la suma de los didmetros de las circunferen-
cias inscrita y circunscrita.

368. Liemostrar que en el tridngulo recténgulo, la bisectriz del
dngulo reclo divide en dos parfes iguales al dngulo formado por
la mediana y la altura bajada a la hipotenusa.
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369. Dos tridngulos ABC y A,B,C, cstin dispuesios simelrica-
mente uno al otro respeclo al centro de la circurferencia comiin
de radio r, circunscrita a estos tridngulos. Demostrar que cl pro-
ducto de las arcas de los triangulos ABC y AB,C, y los seis
iridngulos obtenidos de la inlerseccion de sus lados es igual a r'".

370. Demostrar que la diferencia enire la suma dc los cuadrados
de las distancias desde un punto arbitrario M de un plano hasta
dos vérlices opuestos del paralefogramo ABCD y la suma de los
cuadrados de las distancias desde el mismo punto hasta los otros
dos vértices es una magnilud constanie.

371. Sobre los lados del tridngulo ABC se han construido los
tridngulos equilateros ABC,, BCA; y CAB,, no superpuestos al
A ABC. Demostrar que las rectas AA,, BB, y CC, se intersecan
en un punto.

372. Sobre los lados AB, AC y BC del triangulo ABC, loma-
dos como bases, se han construido tres friangulos isosceles seme-
janles ABP, ACQ y BCR, los dos primeros fuera del triangulo
dado y el fercero hacia el mismo lado que éste. Demosirar que
APRQ es un paralelogramo (o que los puntos 4, P, R y Q per-
lenccen a una misma recta).

373. Cierto punto O de un plano se ha unido con los vértices
del paralelograma ABCD. Demoslrar que el drea del tridnguio AOC
es igual a la suma o a la diferencia de dos de los fridngulos
advacentes fjormados por dos de las rectas OA, 0B, OC y OD y
el lado correspondiente del paralelogramo. Examinar los casos
cuando el punto O se encuentra dentro y fuera del paralelogramo.

374. En el frapecio ABCD )a suma de los éngulos de la base
AD es igual a -'21 Demostrar que el segmento que une los puntos

medios de las bases es igual a la semidiferenicia de fas hases.

375. Demostrar que la suma de los cuadrados de las diagonales
de un {rapecio es igual a la suma de los cuadrados de los lados
laterales con el doble del producto de las bases.

376, Demostrar que la recta que une los puntos medios de los
lados paralelos de un irapecio pasa por el puato de inlerseccion
de las diagonales.

377. Demosirar que si el segmento que unc los punios medios
de los lados opuestos de un cuadritdtero es igual a la semisuma de
los otros dos lados, el cuadrilatero es un trapecio.
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378. Demostrar que si las diagonales de dos cuadrilateros son
respectivamenie iguales y se intersecan formando 4ngulos iguales,
los cuadrildteros son equidimensionales.

379. Demostrar que por lo menos una de las bases de las per-
pendiculares bajadas desde un punto tomado arbitrasiamente deniro
de un poligono convexo a los lados de éste, se encuentra en el
mismo lado, y no en su prolongacion.

380. Demostrar que las bisectrices de los angulos internos de
un paralelogramo, en su inferseccion forman un rectingulo, cuyas
diagonales son iguales a la diferencia de los lados adyacentes del
paralelogramo.

381. Demostrar que las rectas que unen sucesivamente los cen-
tros de los cuadrados construidos sobre los lados de un paralelo-
gramo y que son contiguos a éste por fuera, forman también un
cuadrado,

382, Demostrar que si en un cuadrilatero arbitrario ABCD se
trazan las bisectrices internas, los cuatro puntos de interseccion
de las bisecirices de los angulos A y C con las bisectrices de los
angulos B y D se encueniran sobre una circunferencia.

383. A una circunferencia se le han trazade dos tangentes.
Demostrar que la longitud de la perpendicular bajada desde un
punto arbitrario de la circunferencia a la cuerda que une los pun-
fos de contacto de estas tangentes con la circunferencia, es la media
proporcional enfre las longitudes de las perpendiculares trazadas
desde el mismo punto a las propias tangentes.

384. Demosirar que fas bases de las perpendiculares bajadas
desde un punto arbitrario de una circunferencia a los lados de un
tridngulo inscrito en esta Gltima, se encueniran en una misma recta.

385. Tres circunferencias iguales se cruzan en un punto. El
segundo punto de interseccion de dos cualesquiera de estas circun-
ferencias y el centro de la tercera delerminan a la recta que pasa
por dichos puntos. Demostrar que las tres rectas que se obtienen
se intersecan en un punto.

386. Dos circunferencias fienen contacto interno en el punto A.
El scgmento AB es el didmetro de la circunferencia mayor. La
cuerda BK de la circunferencia mayor hace contacto con la cir-
cunferencia menor en el punto C. Demosirar que AC es la bisectriz
del tridngulo ABK.
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387. En el sector de una circunferencia de radio R se ha
inscrito una circunferencia de radic r. La cuerda del scctor es igual

a 2a. Demostrar que
]
=§-—{--

-
Q|-

388. A una circunferencia se le han irazado dos tangentes que
cortan en los puntos A y B a una recta que pasa por el centro
de la circunferencia, formando con esta recta &ngulos iguales. De-
mostrar que cualquier tangente (mdvil) corta en las tangentes (fijas)
dadas unos segmentos AC y BD, el producto de los cuales es
constante.

389. Demostrar que la suma de los cuadrados de las longitudes
de dos cuerdas de una circunferencia, perpendiculares entre si y
que se cruzan, es mayor que el cuadrado del didmetro de la circun-
ferencia, y que la suma ce los cuadrados de los s mentos, en los
cales el punto de interseccion divide a las cuerdas, es igual al
cuadrado del diametro.

390. Demostrar que si se divide la cuerda de una circunferen-
cia en tres partes iguales y los extremos de la cuerda y los puntos
de division se unen con el ceniro de la circunferencia, entonces,
el dngulo central correspondiente se dividird en tres partes, una
de las cuales es mayor que las otras dos.

391. Demostrar que si de Jos extremos del didmetro de una
circunferencia se irazan dos cuerdas que se cruzan, la suma de [os
productos de cada cuerda por su segmento desde el extremo del
diametro hasta el punio de interseccion es una magnitud constante.

392. Desde cada uno de dos puntos de una recta se han {razade
dos tangentes a una circunferencia. En los dngulos formados con sus
vérlices en eslos puntos se han inscrito circunferencias de iguales
radios. Demostrar que la linea de los centros de estas circunferen-
cias es paralela a la recla dada.

393. Demostrar que si el didmeiro de una semicircunferencia se
divide cn dos parles arbitrarias y a cada una de éstas se la <ir-
cunseribe una semicircunferencia dentro de la semicircunferencia
dada, entonces, cl 4rea encerrada entre las lres semicircunierencias
sera igual al area de la circunferencia cuyo didmetro es igual a la
longitud de la perpendicular levanlada dentro de la semicircunfe-
rencia dada desde el punto de divisién de su diametro.

394, Demostrar que si cos punios se encuentran fuera de una
circunferencia y la recta que los une nocorta a esta circunicrencia,
entonces la distancia entre esios dos puntos es mayor que la dife-
rencia de las Jongiludes de las tangentes a la circunferencia,
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trazadas desde los puntos dados, y menor que su suma. Demostrar,
ademas, que una de estas desigualdades no se cumplira si la recla
corta a la circunferencia.

395. A f{ravés del punto medio € de una cuerda arbitraria AB
de una circunferencia, se han tirazado dos cuerdas KL y MN (K y
M se encuenfran a un mismo lado de AB), Q es el punio de
interseccion de AB y KN, P es el punto de inlerseccion de AB
y ML. Demostrar que QC=CP.

396. Una circunferencia ha sido dividida arbitrariamente en
cuatro partes, v los punlos medios de los arcos cbtenidos se han
unido con segmentos de rectas. Demosirar que entre estos segmen-
tos dos seran perpendiculares entre si.

397. Demostrar que para cualquier linea quebrada cerrada en el

plano, cuyos segmenios no se cruzan enire si, exisie una circunfe-

; ) . 1 ; .
rencia cuyo radio es igual a 5 del perimetro de la linea quebrada

y fuera de la cual no hay ningtn punio de la quebrada.

398. ;Puede ser regular un triangulo, las distancias desde los
vértices del cual hasta dos rectas perpendiculares enfre si se expre-
san con ndmeros enteros?

399. En dos punlos 4 y B de una recta, por un mismo lado
de esta, se han levantado dos perpendiculares AA,=a y BB,=b.
Demostrar que conservando sin variacion las magnitudes a y b, el
punto de interseccion de ias rectas AB; y A,B se encontrard a una
misma distancia de la recla AB independientemente de la posicién
de los puntos 4 v B.

400. En el angulo recto con el vértice A se ha inscrito una cir-
cunferencia; B v C son los puntos de contacto. Demostrar que sia
dicha circunferencia se le {raza una tangente que corte a los lados
AB y AC en los puntos M y N, entonces, ella cortara en esios
lados los segmentos MB y NC, la suma de las longitudes de los

cuales es mayor que -%(AB-}-AC], y menor que%(AB-h AC).

401. Una circunferencia de radio igual a la altura de cierto
triangulo isosceles, rueda por la base de este triangulo. Demostrar
que la magnitud del arco cortado en esta circunferencia por los fados
laterales del triangulo permanece constante, ¢Sera justa esta propo-
sicion para un triangulo no isésceles?

402, Demostrar que las diagonales de un cuadrilatero inscrito
en una circunferencia son enlre si como la suma de los productos
de los lados concurrenies en los extremos de las diagonales.
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403. Demostrar que la suma de los cuadrados de las distancias
desde un punto cualquiera de una circunferencia hasta los vértices
de un tridnguio regular inscrito en esta circunferencia, es uaa mag-
nitud constante, que no depende de la posicién del punto en la
circunferencia.

404. Demostrar que si una circunferencia tiene contacto interior
con lIres lados de un cuadrilatero y corta al cuarto lado, entonces,
la suma de este 0ltimo lado v el lado opuesto es mayor que la
suma de los otros dos lados del cuadrildlero.

405. Demostrar que si una circunferencia tiene coniacto interior
con tres lados de un cuadrilatero, el cuario lado del cual no corta
a la circunferencia, la suma del cuarto lado y del opuesto es menor
que la suma de los otros dos lados del cuadrilitero.

406. Se tiepen dos semicircunferencias iguales que hacen contac-
to una con otra de modo que sus didmetros se encuentran en una
misma recta. Trazamos a ¢stas una tangente comin e inscribimos
una circunferencia que haga contacto con esta tangente y las dos
semicircunferencias dadas; luego, inscribimos una segunda circun-
ferencia que haga conlacto con la primera vy las dos dadas, a con-
{inuacién, trazamos una f{ercera circunferencia que haga contacto
con la segunda y las dos dadas y asi sucesivamenie hasta lo infi-
nito. Ultilizando esta construccién, demostrar que, cuando n aumenta
inconmensurablemente, la suma de los quebrados

[ e d o B g ;

1.2 ':‘2_-_3 “'"EETR‘F e _i_n[n—;—l}
liende a la unidad, es decir, que

! N
?__E_'Q‘-_S.Jf""'"“n(n—l-l)_l

407. En el punio A, que se encuenlra a la disiancia a del
centro de una mesa redonda de billar de radio R, hay uua bola
elastica, cuyas dimensiones pueden ser despreciadas. ¢A cuidl punio
B dcl borde del billar hay que dirigir la bola para que, después
de rebotar dos veces del borde, vuelva al punto A?

408. De un punto A, dispuesto dentro de un angulo com espe-
jos como lados, sale un rayo de luz. Demostrar que el niimero de
reflexiones que experitnenta este rayo por parfe de los lades del
angulo, siempre es finito. Hallar el numero de reflexiones, si el
angulo dado es igual a o, v el rayvo forma con uno de los Jados
un angulo B. Aciarar las condiciones para las cuales este rayo pasa
de nuevo por el punto A.
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4. Lugar geométrico de los puntos

409. En una circunferencia se tienen dos puntos fijos A y B y
un punto mévil M. En la prolongacién del segmento AM fuera de
la circunferencia se firaza el segmento MN =MB. Hallar el lugar
geométrico de los puntos N. '

410. Se tienen dos rectas paralelas y un punto O entre ellas.
A {ravés de este punio se traza una secante arbiiraria que corla a
las rectas paralelas en los puntos A y A'. Hallar el lugar geomé-
trico de los extremos de la perpendicular a la secante, levantada
del punto A’, cuya longitud es jgual a OA.

411. Hallar el lugar geoméirico de los puntos para los cuales la
suma de las distancias hasta dos rectas dadas m y ! es igual a la
longitud & de un segmento dado. Examinar los casos de reclas que
se cruzan y paralelas.

412. Hallar el lugar geoméirico de los puntos, para los cuales
la diferencia de las distancias hasia dos rectas dadas m y [ es
igual a un segmento de longitud dada. Examinar los casos de rec-
fas que se cruzan y paralelas.

413, En un plano se tienen dos segmentos A8 y CD. Hallar
el lugar geométrico de Jos puntos M, que poseen la propiedad de
que la suma de las 4reas de los tridngulos AMB y CMD es igual a
cierfa constante a2,

414, Se tienen una circunferencia K v su cuerda AB. Se exa-
minan todos los tridngulos inscritos en esta circunferencia, cuya
base es la cuerda dada. En cada {ridngulo se foma el punto de
interseccién de las alturas. Hallar el lugar geométrico de eslos
puntos.

415. Dentro de una circunferencia dada se ha fijado un punto
A que no .coincide con el centro. A través de este punto A se ha
frazado una cuerda arbitraria y en sus exiremos, langenies a la
circunferencia que se cruzan en el punlo M. Hallar el tugar geo-
métrico de los puntos M.

416. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos M, las
distancias desde los cuales hasta dos puntos dados A y B se
encuentran en la relacion

24,
¢s una circunferencia con centro en la recta AB,
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Expresar el didmelro de esla circunferencia por medio de la
jongitud a del segmento AB. Examinar lambién el caso en que

¢

417. Se tienen un segmento AB y un punio C sobre ésle. Cada
par de circunferencias, una de las cuales pasa por los puntos A
y C, v a otra, por los puntos C y 8, tiene, ademds de C, un
punto comién méas D. Hallar el lugar geométrico de los puntos D.

418, Los lados de un poligono deformable permanecen respecti-
vamente paralelos a las direcciones dadas, micntras que todos los
vérlices, excepto uno de ellos, se deslizan por las rectas dadas.
Hallar el lugar geoméirico de las posiciones del altimo vértice.

419. Se comocen una circunferencia K de radio r y su cuerda
AB de longitud 2a. Supongamos que sea CD una cuerda movil de
la misma circunferencia, de longitud constante 2. Hallar el lugar
geométrico de los punfos de interseccion de las rectas AC y BD.

420. A lravés de un punio P que se encuenira sobre una cir-
cunferencia dada y un punto Q perteneciente a una recta dada, se
traza una circunferencia arbitraria que cruza por segunda vez la
circunferencia dada en el punto R, y a la recta dada, en el
punto S. Demostrar que todas las rectas RS, obtenidas como re-
sultado de esta construccion, se cruzan enr un punio perteneciente
a la circunferencia dada.

5. Determinacién de los valores maximos y minimos

421, Se tienen dos rectas paralelas y un punto A entre ellas,
que se encuentra a la distancia ¢ de una de fas rectas y a la distancia b
de la otra. El punto A sirve de vértice de los dngulos rectos de
unos tridngulos rectdngulos, los ofros dos vértices de los cuales se
encuentran en cada una de las recias paralelas. ¢(Cual de los trian-
gulos tiene menor drea?

422, Se conoce un iridngule rectingulo, uno de los dngulos
agudos del cual es igual a a. Hallar la relacién entre los radios
de las circunferencias circunscrita ¢ inscrita y determinar para cual
valor de o esta relacién serd minima.

423. De un rectangulo de lados @ y b se ha cortado un trian-
gulo, cuyos catetos son iguales a a, v b, ¢Como debe cortarse la
parte restanie para obtener un rectdngulo de mdxima drea, cuyos
lados sean paralelos a los lados del rectangulo dado?

424, Sobre uno de los lados de un angulo agudo se han elegido
dos puntos A y B. Hallar en el otro lado del angulo un punto C
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tal, que el angulo ACB sea el maximo. Construir el punto C con
ayuda de un compés y una regla.

425. Hailar en una recla dada ! un punto fal, que la diferen-
cia de las distancias desde esta recta hasta dos puntos conocidos A
y B que se encueniran a un mismo lado de la recta, sea la menor,
asi como un punto tal, que esta diferencia sca la mayor.

426. A través de un punto A que se encuenira dentro de un
angulo, se ha lrazado una recta que corta de este dngulo un irian-
gulo de minima area. Demostrar que el segmento de esta recla,
comprendido enlre los lados del dngulo, se divide en el punto A
en dos mitades,

427. Demostrar que de todos los tridngulos con un angulo co-
mim ¢ del vérlice y una suma de los lados laterales igual aa ~b,
¢l triangulo isosceles cs el de menor base.

428, Entre todos los tridngulos de igual base e igual angulo de
vértice, hallar el triangulo de mayor perimetro.

429. Sobre la base BC de un triangulo ABC (o sobre su prolon-
gacion) se ha tomado arbifrariamente un punto D y a los tridngu-
los ACD y BCD se les han circunscrito circunferencias. Demostrar
que la relacién de los radios de estas circunferencias es una mag-
nitud constante. Hallar la posicion del punto D, para la cual la
magnitud de eslos radios sea minima.

430. De un triangulo dado cortar dos circunierencias iguales de
radio maximo.

B, ESTEREOMETRIA
Ohzervaclones preliminares

Expongamos una serte de férmulas para el cdlculo de los volGmenes y las
superficies de poliedros y cuerpos de rotacidn, suponiendo que V es el volumen
del cuerpo, S, la superficie lateral, S el drea de su base y H la allura

Pirdmide- V=—.
irdmide 3

1 _— ; 5
Piramtde {runcada: V=?[5'_1—!-Sa+ V'§,5y), donde 8; y S, son las arces

de las bases superior e inferior de la pirdmide.

2
Cong (circular reclo): V='“’; i
donde R es el radia de la base del cono:
aS£=J‘lR!,

donde { ©s la generalniz.
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Cilindro (circular recto): V=nR*H.
donde X es el radio de la base;

S! = 2;[Rff.
UL R+ RE+-RiR),

donde Ry v Ry son los radios de las bases del cone;
Sp=m Ry - Ry,

Cono truncado: V=

donde { es la generatriz.
Fsfera: L‘=T:~Jr!“, S=4nR2,

donde R es el radio de la eslera,
2n R
T
donde R es el radio de la esfera y £ la altura del segmento v capa eslérica
correspondiente.

Seclor esférico: V=

Segmento esférico (casqnete esférico): l’:lT.nh* (3R -1y,
S;=2nRh,

donde R es el radio de la csfera y 4 la altura del seguento,

1. Problemas de calculo

431. El volumen de un prisma triangular regular es V. el dngulo
entre las diagonales de dos de sus caras, {razadas desde un mismo
vertice, es igual a «. Hallar el lado de la base del prisma.

432, Desde el vertice S de una pirdmide regular cuadrangular
se ha bajado a la base una perpendicular SB. Del punfo medio
0 del segmento SB se han bajado las perpendiculares OM de longitud
# a la arista laleral v OK de longitud & a la cara lateral. Hallar el
volumen de la pirdmide.

433. Hallar la superficie de una pirdmide rcgular de n caras
y de volumen V, si el radio de la circunferencia inscrita en su base
es igual al radio de la circunferencia circunscrita a la seccion paralela
a la base y que se encuentra a una distancia h de ésta.

434. Una piramide regular pentagonal SABCDE ha sido corlada
por un plano que pasa por los vértices A v C de la hase y por los
puntos medios de las aristas DS v ES. Hallar el drea de la seccion,
si g es la longitud del lado de la base de la piramide y b la lon-
gitud de la arista laleral.

435. Una piramide regular triangular ha sido cortada por un
plano que pasa por uno de [os vérlices de la base y por los punios
medios de dos de sus aristas laterales. Hallar la relacion entre la
superficie lateral de la pirdmide y el 4rea de su base, si sc conoce
que el plano secante es perpendicular a la cara lateral.
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436. De un prisma regular cuadrangular se ha cortado, por un
planc que pasa por la diagonal de la base inferior y uno de los
vérlices de la base superior, una pirdmide cuya superficie tolal es S.
Hallar la superficic tolal del prisma, si se conoce que el dngulo del
vértice del (ridngulo, que se obtiene en la seccidn, es igual a a.

437. Calcular el volumen de una pirdmide regular triangular si
se sabe que el dngulo plano del vértice es igual a « y el radio de
la circunferencia circunscrita a la cara laleral es igual a r.

438, Una piramide regular cuadrangular con el lado de la base
igual a @ y el Angulo diedro de la base igual a 2a, se ha cortado
por un plano que divide al angulo diedro de la base por la mitad.
Hallar el drea de la seccion,

439. Sobre cl cielo raso de una sala de forma de un cuadrado
de lado @, se ha construide un techo de la siguiente manera: cada
par de vertices adyacentes del cuadrado, que forma el cielo raso de
la sala, esla unido por medio de rectas con el punio medio del lado
opuesio; con cada uno de los cuatro tridngulos obtenidos, tomados
como base, se ha construido una pirdmide, cuyo vértice se proyecta
al punto medio del lado correspondiente del cuadrado. Las partes
de las caras de estas cuatro piramides, dispuestas por encima de las
demas, forman el lecho. Hallar el volumen del desvan (es decir, el
espacio entre el cielo raso y el lecho), si la aliura de cada pirdmide
es igual a A

440, Hallar el #4ngulo diedro entre las caras laterales de una
piramide regular triangular, si el angulo diedro formado por una de
las caras laterales y la base es igual a =

441. En una piramide regular triangular SABC, el angulo plano
del vértice es igual a @, y la distancia més corfa entre la arista
lateral y el lado opuesto de la hase es igual a d. Hallar el volumen
de esla pirdmide.

442, Una pirdmide tiene por base un Irapecio isésceles, cuyos
lados paralelos son iguales a @ y b {a>>0), v los segmentos desi-
guales de las diagonales forman un éngulo ¢. Hallar el volumen de
la piramide sabiendo que su aitura irazada desde el vértice pasa
por ¢l punto de interseccion de las diagonales ce la base, y que Jos
angulos diedros contiguos a los lados paralelos de la base son entre
st como 2:1.

443. Cn ol plano P se tiene el angulo BAC =60°. El punto S
dista 25 cm cel vértice del angulo A, 7 cm det fado AB y 20 cm
del lado AC. Hallar la distancia desde el punto S hasta el plano P.
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444. En una pirdmide hexagonal regular, cuyo dngulo planc en
el vértice es igual a «, se ha {razado una seccion que pasa por la
diagonal mayor de la base y que forma con el dngulo diedro un
angulo B. Hallar la relacion entre el area de la seccion y el drea
de la base.

445. Los tres éngulos planos de un dngulo tiiedro son agudos.
Uno de ellos es igual a o; los dngulos diedros advacentes a este
angulo plano son iguaies a B y y respectivamente. Hallar los otros
dos angulos planos.

446. Calcular el volumen de una pirdmide regular de altura 7,
si se sabe que esia pirdmide tiene por base un poligono, la suma
de los éngulos inlernos del cual es igual a am, v la relacién entre
la superficie lateral y el area de la base es igual a &.

447. Se examina un cubo cuya arista es a. Por los extremos
de cada tres aristas que parten del vértice coman, se ha trazado
un planc. Hallar el volumen del cuerpo limitado por estos planns.

448. Por el centro de la base de una piramide hexagonal reguiar
se ha hecho una seccién paralelamenie a la cara Jateral. Hallar
la relacion enire ¢l drea de la seccidn vy el érea de la cara lateral,

449, Por cada una de las aristas de un {ciraedro se ha trazado
un plano paralelo a la arista opuesta. Hallar la relacion entre el vo-
lumen del paralelepipedo cbienido y el volumen del tetraedro.

450, Sobre las caras de una pirémide cuadrangular regular, como
bases, se han consiruido letraedros regulares. Hallar la distancia
enire los vértices externcs de dos tetraedros adyacenles, si el lado
de la base de la piramide es igual a a.

451. A través de cierto punto de la diagonal de un cubo de
arista a e ha trazado un plano perpendicular a esia diagonal.

1) Aclarar cudl es la figura que se oblicne en la seccion de este
plano con las caras del cubo.

2) Hallar las longiludes de los segmentos que se obtienen en la
seccion del plano con las caras del cubo, en funcidn de la distancia x
del plano secante &l ceniro de simetria O del cubo,

452. Se examina la proyeccién de un cubo de arisia a sobre un
plano perpendicular a una de Jas diagonales cel cubo. (Cuintas
veces el drea de la proyeccion serd mayor que el area de la seccion
del cubo por un plano que pasa por ef punio medio de la diagonal
y que es perpendicular a esla ultima?

453. El lado de la base de una piramide cuadrangular regular
es igual a @, la altura de la pirdmide es A, A través de uno de Jos
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lados de ia base de la pirdmide y el punio medio de {a arista laleral
que se cruza con dicho lado, se ha trazado upa seccidn. Determinar
fa distancia desde ¢ vértice de la piramide hasta el plano de esta
seccion,

454. En un letracdro regular SABC cuya arista es igual a a se
han trazade tres planos, cada une de los cuales pasa por uno de
los vertices de la base del tetraedro ABC y los puntos medios de
dos arislas laterales. Hallar el volumen de la parte del tetraedro,
dispuesia sobre {odos los planos secantes.

455. La piramide SABCD tiene por base un rombo con las
diagonales AC=a y BD =b. La arisla laleral SA es perpendicular
al plano de la base e ignal a g. Por el punlo A v el punto medio K
de 1a arista SC se ha trazado un plano perpendicular a la diagonal BD
de la base. Dicterminar ¢l drea de la seccion.

436. En un prisma cuadrangular regular se han trazado dos sec-
ciones paralelas: una de elias pasa por las puntos medios de los
lados conliguos de la base vy por el punto medio del eje, la olra
divide al eje en Ja relacion de 1:3. Conociendo que el area de la
primera seccion es igual a S, hallar el drea de la segunda.

457, Una pirAmide triangular ha sido seccionada por un plano
en dos poliedros. Hallar la relacion de los voltumenes de estos po-
tiedros, si se conoce que el plano secante divide a tres aristas late-
rales, que concurren cn uno de los vértices de la piramide, en las
proporciones 1:2, 1:2, 2:1, contando desde el vériice.

458. Hallar ¢l volumen de una pirdmide friangular, si el arca
de sus caras son S;, S,, S, S; y los éngulos diedros, adyacenles
a la cara de drea S, son iguales entre si.

459. Por los puntos medios de dos aristas paralelas de un cubo,
que 1o se cncuentran en una misma cara, se ha trazado una recia,
alrededor de la cual el cubo ha sido girado 90", Determinar el
volumen de la parle comin del cubo inicial y el girado, conociendo
que la arista del cubo mide a.

460. A iravis del vértice de un cono se ha trazado un plano que
forma con la base del cono un angulo . Esle plano corta a la
base por la cuerda AB de longitud a. que une los extremos del
arco de la base del cono, correspondienie al angulo central f.
Hallar el volumen del cono.

461. Un cono v un cilindro tienen una base comin, y el vériice
del cono se encuenira en el centro de la otra base del cilindro.
Iallar el valor del angulo formado por el eje del cono y su gerie-
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ratriz, si se conoce que las superficies lotales del cilindro y del cono
son entre si como 7:4,

462. En un cono <e ha inscrito un cilindro cuya altura es igual
al radio de la hase del cono. Hallar el dngulo entye el eje del cono
y su generatriz, si se sabe que la superficie tolal de! cilindro es al
area de la base del cono como 3:2.

463. En un cono cuya generatriz [ forma con ¢! plano de la hase
un angulo «, <e ha inscrifo un prisma regular de n lados, {odas
las aristas del cual son iguales entre si. Hallar la superficie tolal
del prisma,

464. Los cuafro lados de un trapecio equilatero hacen coniacto
con un cilindro cuyo eje es perpendicular a los lados paralelos (el
trapecio. Hallar el dngulo formado por el plano del trapecio y el
eje del cilindro, conociendo que fas bases del trapecio miden a y b,
y su altura es igual a A.

465. En un prisma recto que tiene por base uu tridngulo rec-
tangulo se ha inscrito una esfera. En el tridngulo de la base del
prisia, la perpendicular de longitud %, bajada desde el vértice del
dngulo recto a la hipofenusa, forma con uno de los catetos un
angulo o. Hallar el volumen del prisma.

466. En una pirdmide regular de n fados con el lado de fa base
igual a a y el arista lateral b se ha inscrito una esfera. Hallar el
radio de esla esfera.

467. En una pirdmide triangular regular se ha inscrito una esfera.
Hallar el 4dngulo de inclinacion de la cara lateral de la piramide
respecto al plano de la base, conociendo que la relacion entre el
il 46

R

volumen de la pirdmide y el volumen de la esfera es igual a

468. A una esfera de radio r se le ha circunscrito una piramide
regular de n lados, el angulo diedro de la base de la cual es igual a .
Hallar la relacién entre el volumen de la esfera y el volumen de
la piramide.

469. Hallar la relacion entre et volumen de una piramide regular
de n lados y el volumen de la esfera inscrita en esla piramide,
conociendo que las circunferencias circunscritas a la base y a las
caras lalerales de la piramide son iguales entre si.

470. Hallar la altura de una pirdmide cuadrangular regular, si
se conoce que el volumen de la esfera circunscrita a la pirdmide
es V, v que la perpendicular bajada del cenlro de la esfera a su
cara lateral forma con la altura de la piramide un dngulo .
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471. En una pirdmide que tiene por base un rombo con un
angulo agudo igual a @, se ha inscrito una esfera de radio R. Las
caras laterales de la pirAmide forman con el plano de la base un
4ngulo . Hallar el volumen de la pirdmide.

472. Dos piramides regulares de n lados con iguales bases se
han unido por estas bases. Hallar el radio de la esfera inscrita dentro
def poliedre obtenido, conociendo que el lado de la base comin de
las pirdmides es igual a a y las alturas de estas dltimas son A y H.

473. Dos piramides regulares de n fados con iguales bases, pero
de diferentes alturas, han sido unidas por estas bases, y al poliedro
oblenido se le ha circunserilo una esfera de radio K. Hallar las
alluras de las piramides, conocienao que el lado de la base es igual aa.
¢Para cudl relacién entre @ y R es soluble el problema?

474. En un prisma regular de n lados se ha inscrito una esfera
que hace contacto con todas las caras del prisma. Al prisma se le
ha circunscrito otra esfera. Hallar la relacion entre los voliimenes
de las dos esferas.

{etraedro, una nueva esfera. Hallar la relacion entre las superficies
de las dos esferas.

475. En una esfera se ha inscrito un tetraedro regular y en este

476. En un t{etraedro reguiar se ha inscrito una csfera. En la
esfera se ha inscrilo un nuevo tetraedro regular. Hailar la relacion
eiifre los volumenes de los dos teiraedros.

477. Se tienen dos esferas concéntricas de radios r y R(R > r).
¢Para cuat relacion entre R y r, dentro de la esfera mayor se puede
¢enstruir un fetraedro regular de modo que ires vértices de su base
se encuentren en la esfera mayor y lres de sus caras laterales hagan
contacte con la esfera menor?

478. Se han tomado dos vértices opuestos de un cubo y por los
puntos medios de seis aristas que no pasan por cslos vértices se ha
trazado un plano secanle que divide al cubo en dos partes. En
cada una de eslas parfes se ha colocado una esicra que hace con-
tacto con {res caras del cobo y el plano secanle. ¢Cudntas veces el
volumen de cada esfera serda menor que el volumen del cubo?

479. Desde un punilo de una esfera de radio R se han frazado
tres cuerdas iguales que forman un angulo « una con la ofra.
Determinar la longitud de estas cuerdas.

480. En una piramide triangular SABC las aristas SA4, SC y
SB son de dos en dos perpendiculares: AB=BC=a, BS=b. Hallar
¢l radio de la csfera inscrita en la pirdmide.
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481. Hallar el éngulo diedro g entre la base ¥ la cara lateral
de una pirdmide cuadrangular regular, conociende que ¢l radio de
ta esfera circunscrila a la piramide es tres veces mayor que el radio
de la esfera inscrita en la misma,

482. En una esfera de radio R se ha inscrito un telraedro regu-
lar, todas las caras del cual han sido prolongadas hasta su inler-
seccion con la esfera. Las lineas de inlerseccion de las caras del
tetraedro con la esfera cortan de su superficie cuatro tridangulos
esféricos y varias figuras esféricas biangulares. Hallar la superficie
de cada una de estas figuras obtenidas.

483. En un cono se ha inscrito una esfera. La superficie de la
esfera es a la superficie del cono como 4:3. Hallar ¢l dngulo del
vértice del cono.

484. En un cono se ha inscrito una semiesfera, el circulo mayor
de la cual descansa sobre la base del cono, Determinar ¢ dngulo
del vértice del cono, conociendo que la superficie del cono v la
superficie de la semiesfera son entre si como 18:5.

485. En una esfera de radio R se ha inscrife un cono cuya
superficie laleral es & veces mayor que el drea de su base. Hallar
el volumen del cono.

486. La razén entre la altura de un cone y el radio de la esfera
circunserita a ésle es igual a g. Hallar la relacion de los volimenes
de estos cuerpos.

¢Para cuales valores de ¢ es soluble el problema?

487. Hallar la razén del volumen de una esfera al volumen del
cono recto circunscrito a esta esfera, si la superficie lotal del cono
es 1 veces mayor que la superficie de la esfera.

488. Calcular los radios de las bases de un cono truncado
circunscrito a una esfera de radio R, conociendo que la razén de
la superficie total del cono truncado a la superficie de la esfera ¢s
igual a m.

489. En un cono se ha inscrito una esfera de radio r. Hallar el
volumen del cono, concciendo que el plano que hace centacte con
la esfera y que es perpendicular a una de las generatrices del cono
se encuentra a la distancia d del vértice del cono.

490. En un cono, en el cual el angulo de la seccion axial del
vértice es igual a «, se ha inscrito una esfera de radic R. Hallar
el volumen de la parte del cono dispuesta por encima de la esfera
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491. Determinar los radios de dos esferas, que al cruzarse for-
man cn lente biconvexo, si se conoce que el espesor del lente es
igual a 2a, su superficie lolal es Sy su diameiro 2R.

492, En un cono se¢ ha inscrito una esfera. La razdn de los
volimenes de estas dos figuras es k. Hallar fa relacion enire los
voltmenes e los segmentos esféricos cortados de la esfera por un
plano que pasa por Ja linea de contacto de la esfera con el cono.

493. Fn una esfern S de radio R se han inscrito ocho esferas
de menor radio, cada una de Jas cuales hace contacto con las dos
vecinas, y todas juntas lienen confacto con la esfera S por la cir-
cunferencia de mayor didgmetro. Luego, en el espacio entre las esfe-
tas se ha inscrito olra esfera S; que hace contaclo con las ocho
esferas de menor radio y con la esfera S. Hallar el radio p de esta
nltima esfera.

494. En una esfera S de radio R se han inscrito ocho esferas
iguales, cada una de las cuales hace contacto con tres esferas veci-
nas v la esfera S. Hallar el radio de las esferas inscritas, conociendo
que sus centros se cncuentran en los vértices de un cubo.

495. En una eslera se han inscrito dos conos iguales, cuyos ejes
coinciden, v los vérlices de los cuales se encuentran en los extremos
opuestos del diametro de la esfera. Hallar la relacion entre el volumen
de la parte comin de estos dos conos y el volumen de la esfera,
conociendo que la razén de la aliura f del cono al radio R de la
esfera es igual a k.

496, Las areas de dos secciones paralelas de una esfera, dispues-
tas a un mismo lado respeclo a su centro, son iguales a S, y S,.
La distancia entre cstas secciones es igual a d. Hallar el drea de la
seccion paralela a las secciones dadas y que divide por la mitad la
dislancia entre eslas nltimas.

497. Sobre un plano P descansan lres esferas iguales de radio R
que hacen conlacte una con otra. Un cono circular recto estd dis-
puesto de tal manera que ¢l plano de su base coincide con P, y las
esferas dadas hacen contacto con ¢l cono y se encuentran fuera de
¢i. Hallar el radio de la base del conc si su altura es igual a gR.

498. Se ticnen cuatro csferas iguales de radio R, cada una de
las cuales hace contacio con las otras tres. Una quinta esfera tiene
contacto exterior con cada una de las esferas dadas, y una sexta,
conlacto interior. Hallar la relacion entre el volumen de la sexla
esfera ¥V, y o volumen de la quinta V.

499. En un plano se encuentran tres esferas iguales de radio R,
cada una de las cuales hace contaclo con oira de ellas. Una cuarta
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esiera hace contucto con cada una de las tres esferas dadas v con
el piano. Hallar el radio de la cuaria esfera.

500. Sobie un plano teposan cuatro esieras iguales de radio R.
Tres de ellas hacen cantaclo enire si de dos en dos, y la cuarta
tiene contacto con dos de estas tres. Sobre estas esferas se colocaron
dos esferas iguales ce menor didmetro que hacen contacto una con
la otra y con ties de las esferas dadas. Hallar la relacion entre los
radios de las esferas grande y pequefa.

2. Problemas de demostracion

501. Se tiene un cono truncado cuya superficie lateral es igual
al drea de un circulo que iiene por radio a la generatriz del cono
truncado. Demoslrar que en el cono dado se puede inscribis una
esfera.

502. Se tienc un cono truncado cuya altura es media propor-
cional entre los diametros de las bases. Demostrar que en el cono
se puede inscribir una eslera.

503. Demostrar que al unir tres vérlices de un tetraedro regular
con e punto medio de la altura bajada desde ¢l cuarto vértice, se
obiienen tres rectas perpendiculares entre si de dos en dos.

504. Sea R el radio de una esfera circunscrifa a una piramide
cuadrangular regular y r, el radio de una esfera inscrita en esta
piramide. Demostrar que

22V+L

5 i R i % : :
{ndicacion, Expresar — en iuncion de g5, donde e es ef angulo dicdrn
enfre la hase v la cara lateral.

505. Desde el punto O de la base ABC de una pirdinide {rian-
gular SABC, se han {razado las recias 0A4', OB’ y OC’, pa-alelas
respectivamente a las aristas SA, §SB y SC, hasta su interseccion
con las caras SBC, SCA y SAB iespectivamente en los puntos A7,
By

Demosltrar que

04 o8| o
smtsm =

506, Se examinan dos triangulos ABC y A,B,C, que se encuentran
en planos no paralelos y cuyos lados son de dos en dos no paralelos.
Al mismo tiempe, las reclas que unen los vérlices correspondientes
se infersecan en un punto 0. Demostrar que las prolongaciones de
los lados correspondientes de los triangulos se cruzan de dos en dos
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v que los punlos de su inlerseccion se encueniran en una misma
recta.

507. Lemoslrar que los segmentos que unen los vériices de cierla
pirtamide triangular con los centros de gravedad de las caras opuestas
se cruzan en ug punto y se dividen por este punto en la relacion 1:3

508. Demwoslrar que el area de cualquier seccién triangular (e
una piramide triangular arbitraria no es mayor que el drea de una
de sus caras.

509. Una de las dos pirdmides triangulares con base comimn. se
encuentra dentro de ia ofra. Demostrar que la suma de los angulos
planos del virlice de la pirdmide inlerior es mayor que la suma de
los angulos planos de la pirdmide exterior,

510. Cnalro esieras cuves centvos no se encuenfran en un plano,
hacen contaclo entre si de dos en dos. Cada dos de estas esferas
determinan un plano perpendicular a sus lineas de centros y que
liene contaclo con ambas csferas. Demostrar que los seis planos que
se obtieren de tal modo tienen un punto comin.

5t1. Demoslrar que ¢ en una piramide triangular la suma de
las longitudes de cualquier par de aristas opuestas es la misma,
tos vértices de esta piramide son los centros de cuatro esferas que
hacen contacto enire si de dos en dos.

512, 4A cudl condicidén deberdn satisiacer los radios de tres
esferas que tienen contacto entre si de dos en dos, para que a estas
esferas se las pueda lrazar un plano tangente comiin?

513. Demostrar que si un punto se desplaza por el plano de la
base de una piramide regular, permaneciendo dentro de esta base,
Ja suma de las dislancias de esle punto hasla las caras laterajes es
constante.

514. Demostrar que dos planos trazados por los extremos de las
tres aristas de un paralelepipedo, que parten de los extremos de la
diagonal de este (liimo, corfan a esta diagonal en ires partes iguales.

615, Denoslrar que si un plano trazado por los exlremos de
tres aristas de un paralelepipedo, que parten de un mismo vértice,
corla del paralclepipedo un tetraedro regular, cntonces el paralele-
pipedo puede ser cortado por un plano de modo que en la seccion
se obtenga un hexagono regular.

516. Demosirar que lodo plano que pasa por los puntos medios
de dos aristas opuestas de un tetraedro, divide a éste en dos partes
equidimensionales.

-
i



517. Demostrar que si todos los angulos dicdros de cierta pird-
mide trianguiar son iguales, entonces todas las aristas de esta pird-
mide son también iguales.

518. Sobre dos planos paralelos se encuentran los segmentos AB
y CD. Los exiremos de estos segmentos son los vértices de cierta
piramide triangular. Demostrar que el volumen de la pirdmide no
varia si estos segnienlos se desplazan por estos planos paralelamente
a si mismo.

519. Demostrar que la recta que corta las dos caras de un énguio
diedro forma con ellas angulos ignales solamente cuando los puntos
de interseccion equidistan de la arista.

520. En el espacio se examinan dos segmentos AB y CD que
no se encuentran en un plano. Supongamos que sea MA el segmento
que une sus punfos medios. Demostrar que

AD+BC

3 > MN

(aqui AD, BC y MN sou las longitudes de los cegmentos corres-
pondientes).

521. Demostrar que cualquier dngulo plano de un dngulo tetraedro
arbitrario es menor que la suma de los otros tres dngulos planos.

522. Demostrar que cualquier dngulo telraedro convexo puede ser
cortade per un plano de manera tal, que en la seccion se oblenga
un paralelogramo.

523. Demostrar que si en una piramide triangular lodas las caras
son equidimensionales, entonces éslas son iguales.

3. Lugar geométrico de los puntos

524. Hallar el lugar geométrico de las proyecciones de un punto
dado en el espacio sobre un plano que pasa por olro punto dado.

525. Hallar el lugar geométrico de los centros de las secciones
de una esfera por planos que pasan por una recta dada {. Examinar
los casos en que la recta corta a la esfera, es tangente a ella o wo
tiene con ella puntos communes.

526, Hallar el lugar geométrico de los centros de las secciones
de una esfera por plancs que pasan por un punie dado €. Exuami-
nar los casos en que el punto € se encuentra fuera de la esfera, en
su superficie o dentro de ella.

77



527. Hallar ¢l lugar geométrico de los puntos desde los cuales
se pueden trazar a la esfera dada de radio R, tres tangenles que
formen con tres dngulos planos reclos un dngulo tetraédrico.

528. Hallar el lugar geométrico de los pies de las perpendicula-
res bajadas desde un punto dado del espacio a las rectas que se
encuentran en un plane dado y que se cruzan en un punto.

529. Se tienen un plano P v dos puntos A y B fuera de este
plano. A {ravés de A y B se trazan todas las esferas posibles que
hagan contacto con el plano P. Hallar ¢l lugar geométrico de los
puntos de conlacto.

530. Un plano corta al angulo triédrico por el triangulo ABC.
Hallar ¢l lugar geométrico de los centros de gravedad de los tridn-
gulos ABC con la condicion de que:

a) los vérlices A vy B son fijos;

b) el virtice A es fijo.

4. Valores maximos y minimos

531. Un cubo se corta por un plano que pasa por una de sus
diagonales. ¢Como debera ser trazado esle plano para que el area
de la seccion sea minima?

532. En una pirdmide triangular se hacen secciores paralelas a
dos dle sus aristas que no se cruzan. Hallar la seccidn de mayor area.



TRIGONOMETRIA

Observaciones preliminares

Expougamos algunas de las férmulas que se encuenfran en los problemas

propuestos a continuacion.

1. Funciones trigonométricas de la suma y la diferencia de dos dngulos:

sen (x4 y) =sen £ CO5 #-}-C0s X sen g,
sen (¥ — gy} =sen x ¢O8 iy —CO0s xsen y,
c0s (X 4 i) =c0os x c0S ¥ —sen x seny,
208 (¥ — y) = COS X COS i +-5en X sen 4.
2. Angulos doble y triple;

wen 2y =12%en ¥ €OS X,

cos 2e =cos?* x—sen® x,

sen 3y =23 sen x-—4 sen? x,

cos Jx =4 cos? x—3cos 1.

3. Suma y diferencia de funciones Irigenomeéiricas:

senx_|.smy=25{_-n.’%2cos‘_}f,
senx —sen y = 2008 x—;ysen x;y‘
cos ¥4 cosy= cos—+£cos iy’
cOs x — ¢os ¢ = £ sen +y9¢.n 2J.

4. Multiplicacién de funcioncs trigonométricas:

sen x sen y =-fl!- |cos (x—y)—cos (x4 1],

1
oS X COS Y =— |cos (¥ —y) +cos (x -+ y)],

sen X oS ,fjm=% jsen (%= g)3sen (x +yil,

5 | —cos 2x
SeN? i o= e,
] {4 cos 2x
ces? x:-.j.—-—.?_..« 5

(1)
(2)
(3
(4}

{5)
(6)
{7
(8)
(9
(10

(1)

12)

3
{14)
(15)
{16)
(17
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6. Expresion de senx, cosx v (g x en funcidn de g = 2
X

sen x=———r-,
2

"

| —1yre -
sl =,

X
"

X
g 5
2

fgx=
I—tg? =

2
6 Tunciones frigonomelricas inversas.

a) Valores principales de las funciones trigonumétricas inversas:

= alesenk, siox=seny ¥y —-'—;—é y%?.
ymarecns x, si x=cusy y O=ly=a,
y—arctgx, si x=fgy y ——2— <y %

=arccolgy, six=colgy v 0 <y <n

b} Funciones trignnamiétricas inversas de valvacién maltiphe:
Arcsetl x = (-1 aresen g F g, =0, 41, 12, ...

Areeos y= 4 arccos x— Zna,

Arctg v = aretg x+an,

Arceoty x=arceolg ¥+ an.

Las formulas (25)—{28) determinan el aspecto general de los

corresponidienies ab valer dado de la fuucién trignnoméirica
1. Transformacion de las expresiones que contienen
funciones trigonométricas
533. Demostrar la identidad
e’ x4-cos’ x =1 —--3- en? 2,
534. Demnostrar la identidad
sen? fi,

cosf g | cos? (x4 P)—2cosacosfeos(n+p) =

535. Demosirar
valida la fornula

e

g 1 2x — tg 3v = — lyr xty 2x g B,

80

(18

{19

i20)

(2h
"I | 1] b
24
(24)
{25
{26}
(27)
{28}

angelos

para lodos los valores admisibles de x es



636. Demostrar que para lodos los \ralure.a admisibles de v es
justa la igualdad

lg3x=tg»[gk———x) ( -+ )

537. Demoslrar la identidad

i “f 3 -1
sen cc - seni |- sen y—sen (o 4 f +y)=4sen i-i B sell ! lz Rl ﬁ—zq-“

538 Demosirar que si « |-f Ly=mn, enfonces

il
sen o |-sen - sen 4(:05— cos L cos L,
2 g

539. Demostirar que para un valor entero de n y a |-fLv=n
se cumple la identidad

sen 2na 4 sen 2af + sen 2ny = (—1)** 4 sen no sen 1f sen ny.
540. Demostrar que si cos(a 4 f1—=0, enforces
sen (o 4 2f) = sen .
541 Demostrar que si 3 sen —=sen{2a ), entonces
g (a+f)=2tgn

para lodos los valores admisibles de o v f,

642 Demastrar que si senw—= A sen (o |- p),

Ig(fH-ﬂl:EO;eﬁ"—_ﬁA

para todos los valores admisibles de « y f.

543. Demostrar que si los angulos & y B estin enlazados en fa
relacion

sen fb n \

Rt - m] > nj),

entonces se cumple la igualdad

fi_,k'r
+1£{':z l—Iga-lgﬁ
H-fen i — 1

544, Demosirar que si cosx.cosy-cosz == 0, entonces es valida
la formula

LoS (X + Y+ 2) = cosveosyeosz{l —igxlgy—lg yly s — g 21g x).
&



§45. Demosirar que si , $, v son los dugulos de un tridngulo,
entonces e cumple la igualdad

[ 4 4
L LR Ry AT RN SV
546. Sca x |-y-z= % k. ¢Para cudles valores enteros de £ 1a suma
tgylg2--te tgeftgxtgy

no depervlera de x, g y 2?

547. UWallar las relaciones algebraicas entre los angulos o, P
v, si se conoce que

tpatgp-tgy=tgxtgfigy.
548, Transformar en una multiplicacién la expresién
colg* 2x—tg? 2x— 8B cos 4x cotg 4x.
549. Transformar en una multiplicacién la expresion
sen® o+ sen? i 4-sen® y - 2 cos o cos feosy—2,

550. Calcular, sin emplear las tablas, la expresion

l < (s3
T —2sen 70°.
551. Demostrar que

1 In |
Ccos -5-—*(:03

Hoge
§52. Demostrar que
27 4n G 1
c0s —?—+cos T‘HUST‘“_T'
553. Calcular, sin hacer uso de las tablas, la expresion
an Bh in
cant % L copt o - sent — g L%
sen' & + cen 5 -}- sen m-}—sen e

554. Demostrar que
tg 20° tgr 40° by 80° = V3.
9. Ecuaciones trigonométricas y sistemas de ecuaciones

A ECUACIOKES TRIGONOMETRICAS

555. Resolver la ecuacion
sen® X Cos X — Sefl X cos® x=.‘_‘{,
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556. Resolver la ecnacion
F—1tyx
I4-lgx

= | 4sen Zt.

557 Resolver la ecuacion
14 sen x-Fcos x +sen 2x 4 cos 2w =,
558. Resolver la ecuacidn
1§ sen x--cos 3x = cos £ +-s6n 2x L ¢os 2x,
559. Resolver la ecuacidn

(sen 2x +V 3 cos2x)* —5=cos (%—2){) s

560. Resolver la ecuacion
2sen 17x 4~} 3eos5x+ sen Hx =0,
561. Resolver la ecuacion
sen? x (Ig x - 1) = 3 sen x (cos x—sen x) 4 3.

562. Resolver la ecuacion
) . 1
sen® x4+ cos* x=1 — sen 2x.

563. Resolver la ecuaciin

| | 1 l 1
e B B — . )

centy  costx tptx  wuigix  sectx  cosecix

564. Resolver la ecuacion

en’ = +cost =2
W g e g

565. Resolver la ecuacion

s ;
5 {zen*® x 4- co5* ) == sCn® X COS? X -} Ser x cos L.

566. Resolver la ecuacion
{14+ k) cos xeos (2x—a) — (L - keos 2x) cos (x—a).

567. Resolver la ecuacion
sen ax sen by = sen ¢y sen dx,

donde @, b, ¢ y d son los térininos positives sucesivos de una
progresion aritmética.
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568. Resolver la ecuscion
2-;—cos.r=2{g§-,
569. Resolver la ectiacion
cotgx—2<en2x=1.
570. Hallar tgx de la ccuacion
2 ¢cos x o3 (p —x) =cosf.

571. Hallar cosg, si
set1 ¢ -L sen (@ — ) 1-sen (2@ - o) — sen (¢ 4- o) ---sen (2p—ai

y el angulo ¢ se encuentra en el tercer cuadrante.

572. Hallar cotgx de la ecuacion
cos? (o 4 x) Leos? (—x) =a,
donde 0~ a <> 2. Analizar para cudles valores de o tiene solucion
el problema.
573. Hallar el valor de 1g-°2=—, si sena—l—cosa:yT’- y el angulo
@ se encuentra en los limites entre 0 y 45°.

574. Resolver la ecuacion
sen2x—12 (senx—cos y) |- 12=0,

575. Resolver la ecuacion

| 4 2cosec x = — 2* :
576. Resolver la ecuacion
g, ltsenx
colg* x = o5

577 Resolver la ecuacion
2tg 3y —3 tg 2x =ty 2¢ fg 31,
578, Resolver la ecuacion
2 cotg 2 — 3 cotg 3x =tg 2.
579. Resolver la ecuacidn
61g x4+ 5 cotg3x=1g 2x.

580. Resolver la ecuacidn
!
5 - —_—_—
SN’ X —C08° & = — =,
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Re.sol\-'er la ecuacion
lg U——) tgztg( +%?}=—-——-—-—_:ms:" =
lgf corg_—z—
582. :Para cuiles valores de o liene solucion la ceuacion
sen? x— sen x cos £ —2 cos? x = a?
Hallar esta solucion,

583. Hallar todos los valores de @, para los cuales es soluble
la ecuacién
send x—2c0s? x @ =0.
Hallar estas soluciones.

584. Resclver la ecuacion

r 1
c0513|c0<,2n cos4n cosSn. cos 165 A= e

585. Resolver la ccuacion
cos7x—zenbx=} 3 {cos Hx—sen Tx).
586. Resolver lg ecuacion
2— (7 +sen 2x) sen? x + (7 -F sen 2x) sen® x = (.
587. Hallar senx y cosx, si
aeosybsenx=c.
¢Para cual condicién respecto a a, b y ¢ es soluble ¢l problema?®

588. Resolver la ecuacion

gsen s aemsxd-b
==
beosx+a hsenx-| a

- {at == 2h2).
589. Resolver la ecuacion
32 ¢0s5% x—c036x =
590. Resolver ia ecuacion
8sen® x4-3cos2x+ 2cosdx -1 =0
Resolver la ecuacion

c0s 3x cos® v+ sen 3x sen* x = 0,



592, Resolver la ecuacion
J

et |

sen® x4-cos® x —

l...-l

593. Resolver la ecuacidn

29

sent" x 4cost? x = Tg €08 ¥,
594. Resolver la ecuacion
e x |- sen® 2x 4 sen® 3x = (sen x |- sen 2x - sen 3x)°.
595, Resolver la ecuacion
sen® x cos xr=1,
donde n es un nOmero enlero positivo.

596. Resolver [a ecuacién

' 38 %
m1|m~+ T j—Q sen | T 9)'

597. Resolver la ecuacion
{c0s 4x—c0s 2x)* = sen 3x |- 5.
598. Resclver la ecuacion
(sen x4cos ) 2= tg x +-colgx,
599. Demostrar que la ecuacion
(cenx L 1" 3cos x)sen4x =2
no tiene solucion.

600. Determinar en qué limites se puede variar el parametro 2,
para que la ecuacion
LEC X |- Cosec X =7

fenga una raiz x que satisfaga a la desigualdad 0 < x < 5

B SISTEMAS TRIGONOMETR ICOS

601, Hallar lodas las soluciones del sislema de ecuaciones
sen (x+y) =0, L
sen (x—y) =0, |
que satisfagan las condiciones: 0-Cy<<a, Vgysn
602. Kesolver el sistema de ecuaciones
cen X =Cotec x—seny, |
COS X =8$0C X+ Cus i



603. Resolver el sistema de ecuaciones

I
sent x = 5 seny,

|
€05’ X =~ CO5 .
604. Resolver cl sistema de ecuaciones
lgxtigy=1,

|
COSXQOS Yl ==
H }}2

605. Resclver el sistema de ecuaciones
sen x SeN Y = —— ,
i Ve
tg xt r—]
gxigy="7-
606. Resolver el sistema de ecuaciones
fy=e,
COSXCOsy=a. |
<Para cudles valores de a es soluble el sistema?
607. Hallar todos los valores de a, para los cuales es soluble
¢l sistema de ecuaciones
senxcos2y=a*-+ 1, L
cos x sen 2y = a. |
Resolver este sistema,
608. Resolver el sisiema de ecuaciones
cos {(x—2¢) =acos? y, 1
sen (x—2y) =acos'y. |
¢Para cudles valores de a es soluble el sistema?
609. Flailar cos (x-+y), si x e y satisfacen al sistoma de ccua-

ciones
sen x-seny =g, l

cosx+-cosy=>0 |
y @ 4+52£0,
810. ¢Para cuéles valores de « es soluble el sistema de ecuaciones
X—l =0, i
2 (cos 2x - c0s 24} = 1 -4 cos® (x—g)? ]'
Hallar las soluciones de este sistema.



Hallar todas las soluciones del sistema

8cosxcosyeos{x—y)+1=0, |
xty=c. |

¢Pura cudles valores de = son posibles las soluciones halladus?

612, Resolver el sislema de ccuaciones

3.
]

Fliminar x e y del sistema de ecuaciviles

g x |—»——=2«.en

4-|.=| -:»

fgy - |-——2REI1[t

613,
asen® x-beost o=,

acosty-l-bseny=1,
atgx=>bigy,
admitiendo que el sistema es soluble v que a =D,

614, Expresar cosee y senf en funcion de A y 8 con la con-
dicion de que
sena=Asenf, tga=Bigp.
Resolver el sislema de ecuaciones

g x=1g*y,
sell X = cos 2¢. }

615.

616. Resolver el sistema de ecuaciones
sen x - sen i = sen (x -|- ),
|xi+1g]=1L.
Resolver el sistema de ccuaciones
sen{y—3¥= 2sen’y, |
cos (g—3x) =2cos*x. |

617.

618. Aclarar a cuales condiciones deberdn safisfacer los niimeros
b y ¢, para que ¢l sistema de ecuaciones

sen x4 sen y = 2a,

cos x-+cosy =2h,

tpxlgy=c

tenga por lo menos una solucion,

i



3. Funciones trigonométricas inversas

619. Calcular el arccos |5en 1—;)]

620. Calcular el arcsen :\ms T

T

621. Demostrar que

arctg —|— arttg =T arctg =+ arctg

o
b
622. Demostrar la [ormula

arcsen X < arccos X = % ;

623. Demostrar que para o« < 1/32, ia ecuacién

{arcsen x)® + (arccos x)® = aa®
no liene raices.

624. Demostrar la férmula

| aresen ) T—), si 0<r 1,
arccos ¢ = il -
m—arcsen } 1 —x2,  si —1 < x<Z0,
625. Demosirar las formulas
4rcsen (—x) = —-arcsen x, arccos (—x) = n—arceos s,

626. Demostrar que si—--}—r 2ku%‘xs;_.‘;%—|—2kn. cillonces
arcsen {sen x) =.x— 2k,

627. Demostrar que si 0 <] x < l y

[
a=2 arctgi—i; , b= arcsen |

H ,, entonces o« —fi =n.

628, Hallar la relacion entre
arcseN COSarcsen X y arceos sen arccos X,
4, Desigualdades trigonométricas
629. Resolver la desigualdad senx > cost x,

630. ¢Para cuales valores de x se cumple la desigualdad
fsen® x4+ 3 tgx—2sect x s 0?
631. Resolver la desigualdad sen x sen 2v <7 sen3vsendy, si
G
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632. Resolver la desigualdad
sen? x—i
4
VF i (sent ¥+ cos X}

633. Hallar todas los valores de ¢, mavores de cero, pero ie-
nores de 2m, pura los cunales se cumple la desigualdad

cos x—sen x—cos 2y 2= 0.

634, Resolver la desigualdad

lgx—2
tg? - igxt

o
.

635. Resolver la desigualdad

. \ )
cost x cos Jx—sen? xeen 3¢ 7

436, Demostrar para 0« ¢~ 7172 la desigualdad
cotg% > 1 +cotg @

637 Demostrar la validez de la desigualdad
(1 —tgx) (1 —31tg? x) (1 +-1g 2xtg 3x) > 0

para lodos los valores de x, para los cuales la parte izquierda liene
sentido

638. Deniostrar la validez de la desigualdad
{cotg? x—1) (3cotg® x—1) (cotg 3xtg 2r— ) s —

para lodos los valores de x, para los cuales la parte izquierda tiene
sentido,

639. Supoitiendo que sea tg O =ntg ¢ (n > 0) demostrar que

tg* (@ —1) <(n 2,
640, Demostrar la desigua]dad
sen x—1 Z—senx

sen X— 2+ 2 & J—senx’
cPara cuiles valores de x esta desigualdad se transforma en igualdad?
641. Demostrar que para 0<C ¢ <ln/2 se cumple la desigualdad

COS ser > SEn Cos .



642. Supongamos que sea £ un nlmero enlero posilivo, mayor
que 1, y que ¢l dngulo o satisface a la desigualdad
Demosirar. empleando el mémodo de induccion complela, que en-
tonces
tene - ntge

543. Supongamos que sea 0 o <o <l @, o T2
Demostrar que entonces
sen oy ... -sena,
T, o, ——— Wy
hg 2y v cos ey ... cosay, tg %

644. Demostrar que si A, B v € son los anguios de wn Irién-
gulo, entonces

=) —

oo M, B c
sen -5 sefl —- Seil —2~g

645. Demostrar que para 07 x - a4 es jusla la desigualdad

s x Al 8
S N oS £—sen ) 7

5. Problemas diferentes

Jia s

646. Calcular la funcion sen [:2arctg%—arcl'g

647. Demosirar que si lga::—; y senfl - T!I? enlonoes
o 20 =45"(c y P son angulos del primer cuadrante).

648. Demostrar que
sen x-Ltg x
Y= s
cos X -f-cofg x
adquiere valores positivos para todos los valores admisibles de .
649. Demostrar que la igualdad
; 4
sen o sen 2o sen 3o =—
1o es valida para ninguno de los valores de o.

650. Expresar sendx en funcidn de sen v, y cou ayuda de la
formula oblenida calcular, sin hacer uso de las fablas, el valor de
sen 367,

651. Hallar los valores méximo y minimo de la funcion
G (¥) —sen® x +4-cos® x,
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652. Hallar los valores maximo y minimo de la [uncién

y=2sen? x -|-4 cos? x4 6 sen xcosx.
653 ¢Para cudles valores enferos de n la funcién

a
COS fLY €N Ti-x

tiene un perfodo igual a 3a™*?

654. Demostrar que si la suma
@, €OS (& |- X) -} 8, €08 (et |- X} |- .. . @, cos (e, + x)

para x=0 y x=x,=2kn (k es un nimecro enlero) se convierle en
cero, entonces esta suma es igual a cero para cualquier valor de x.

655. Demestrar que la funcidn cos V x no es periodica (es decir,
que no existe ningin nimero constanle 7' =0, que para todos los
valores de 1 sea cos VxR T =cosl X))}

656. Demastrar la [6rmula

gen o s¢n
sen x-l-sen2x ... Lsennxy = :

X
sen —

2

nx (n4+1})x
2

Indicacion. Sc puede emplear la idrmula de Moivre

{cos x -1 i sen x)* = cos x4 sen nx.
r

657. Calcular la suma

Gl cos 22
€os S . 2
TR N

Iadicacisn. Cmplear la férmula de Moivre.

658. Se examina la funcion
f{x)=Acosx+ Bsenx,

donde A v B son ciertas constantes,
Demosirar que si J(x) se hace igual a cero para dos valores del
argumento x, y x, tales, que
Xy— Xy = kn

(k es un niimero entero), entonces / {x) es por identidad igual a cero.
© La funeién § (x) se llama periddica, si cxiste un nimero T 3£ 0 tal, que

para todos los valores ‘admisibles de x se cumple la lgualdad f(x+T)=[ ().
En esle caso, ¢l numero T se llama periodo de la funcién.



RESOLUCIONES | ALGEBRA
Y SOLUCIONES

1. Progresiones aritmética y geométrica

1. Segun la condicion del problema
b—ag=c—li=d y c—a=24.
Supungames que sea
A, ' '

TVerVa Vet Ye

| |
Ay e
Va+ Vb Vet Va
Demostremos que A4, = A, Si d=0, cutances a=h==c y A;=A4,=0. P esta
razén consideraremos que d # 0. Liberandenos de la irracienalidad en los deno-
miittadores obtenemos:

g Yi=Va VE-Ve 2V h-Vi-Va
1=y T d od

Gadt=V3a Ve—Va 2V b= =V a
BT T 2 ‘

Asi pues. 4, =4,, lo que se exigia demostrar.

2. Si la diferencia 4 de la progresion dada es igual a cero, ln validez de
la férmula es evidente. Por esta razin consideraremos que d = 0.

Designemos ¢l miembro izquierdo de la igualdad supuesta por §. Liberande
los denominadores de la irracionalidad, obiendremes:

T o TR ViV,
S=l‘{32_l" al_l,_" a;— ¥V ay TR tty—~ F Up—3
a,—a, Y a,~—a,

i
Ty— -

Pueslo que segin la condicion del prablema ay— oy =ag—uy == ... =ay —uy-1=4d,
cutonces, s evidente que
H= oo
e Va,—Va )
i
Finalmente lendremos
dy— {n—1)d =1
= - — — == e 7= == = =
[]fa” L ]’{ul)d 4(¥ ag ¥ ot Va+¥F n,,'

lo que s¢ exigia demostrar.

3. Segan la condicion del proliletna

dg— U= ag—ty=... =0y — 0y =d.



Si d=0, entonces la igualdad propuesta es evidente, Considerands que ¢ = (,
tendremos:

! L, 1 .
| | i1 1 1 o Iy 4
=g rHgaleHe e o
a1 1 | fy i

S Ll 1oty
U RIS mgias A ayoy gt d g T B

fer gue se cxigia demustrar.
l

” ; 1 | 2 ; ]
4 Siendo n=3 lenemoes que — 4 ——=2-—m, De agui qu¢ —— —=
aglly | dudy a4y Uyde iy
l

1 . . G
S P consiguiente, a,—ay,==a,--ay. Por esta razén, es suliciente
iy il
deimstrar que para cualyiier 234
Ay =y =idy—1—Llp-g-

Iscrihamos sucesivamente la Igualdad indicada en la condicién del prolilema,
para lus casos n--2, n—1 y n:

1 1 { n—3 )
—e— b — . L
a0yl Uy—ally—y Mlp—»

| 1 i | n=2

—.. = i 2

a4yids +“-¢“:; + S . T @
i | . | n—1

— I A e + — 2 {3)
M@y Ay dp—1ty ayly

Restando mivathre o miembro de la igualdadd (3) la igualdad (2) v de la (2) la
igualdad il), ubiencmas.

) ! Wy | — 0
— = g —2y e R T
-ty hdy iyl
| 1 N T .
___._:[ﬂ__:al . ";"_1
Uy—atty—y  Agly—s Gyt —lly—y

Reducietiln 4w comdn denominador v haciendo las simplificaciones correspen-
dientes, Lendremes:
a— gy =(n—2){zy_ —ay),

=g == (- s—a,_y).
Por consiguicnie, @, — i, =,_g—,-;, |0 que se exigia demostrar.

5. Llevarvmos o eabn la demostraciion por of método de induceidn, Senafe-
mos que para 5.2 la igualdad liene lugar, puesio que ay—ay=az—a, v por
consiguiente, @y —2u, --a,=10. Supongamos que la férmula propuesta es vilida
para wierto valor de n; con ofras palabras, cualquiera que sea la progresion
antmética X, Xu, ..., X4, serd valida la igualdad

£ ‘ny g n i
X — ﬂ s l\gj S s S| } Xy H(=1) (n) Lpe1=0. (})
Pasandu 2 n41, hacemns use de la identidad
Cy (;:)=C;‘ (n— l)‘}-c'{._ pia—1).
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Entonces,

& hY " l -/ B '._‘
an+(*TDeart (" Nt o =" Dawsr it T D=

-1
2 s
=[a— (T out = () T
._[52_ (,11) I N 0 et § (nil) apey (=11 ::::] a,,”;l_

Por suposicion de la induceidn, amhas expresiones que se encticnlran entre cor-
chetes son iguales a cero, puesto que tiemen la forma (1). Por esta razén, la
férmula propuesta es vélida también para n+1. Con esto la afirmacion queda
demostrada.

6. Realizaremos la demostracidn por el mélodo de induecion, Sieyde n=3,
es facil comprobar directameite que

al—3fa+d)pP4 3 {a, + 2y — (a4 3d)* = 0.
Supongamos que se haya establecido que para cierto valor de n v una progre-
sion aritmética arbitraria x;, &g, ..., ¥541 Uene lugar la identidad

(1) st A (B)s2,, =0
Entonces, procediendo en el caso de 241 comn en el problemsa anterior, oblen-
dremos:

= (") a+ ("3 et e (T,

41

rtpe (e <[ a— (1) et e (3 o] -

— [ ai— (T) @t =1 ) u;_rm] -

lo que se necesita para la demostracion, )
Senalemos que para la progresion aritmeética ay, gy, ..., € @41, o jusla
también una formula més comin

ai— (T) ai+ (g) ad— o (=1t (ni 1) al+(—1)" (:) ak, =0,
donde 2>=1 es un nimero enlero,

7. Por lo propiedad de los términos de una progresion aritmética tenemos:
29 og x ="log x+*log x.
De aqui (véase la Idrmula (3). pég. 27)
N P
Sogm *logn ' *logk

y, por consiguiente,
Xlogm | *logm
Do R
*jogn +"‘Iogk
Utilizando la férmula (2) expuesta en la pig. 27, obtenemos:
2==1loy m 4 Flogm.
Eseribamos esta igualdad de la siguienle manera:
#log nt==Rlog m - "log (n"ivg m).
Per potenciacidn, obtendremos qus
nt=mn"log m,



0 bien
n® = (hny"log m,

eon lo cual el problema queda demastrade

8. Supoulganios gue sea
o +a4..Fa,
Oy +au+2+ i +an+kn
Designemos la razon aritmélica por . Representa interés sélo el caso en que
d 28, puesto que siendo d=0 todes los términos de la progresion son igliales

entre si v se cumple la igualdad (1), Utilizando Ia formula para la suma de los
términos de una progresicn aritmética, de la férmula (1} obtenemos:

= (1

Tl ko b DI = loy knd-ey + (-t n—1) e

de donde, después de fa simplificacion y agrupacion de los términos, hallamos:
(2, — 2a, ke —d + cidk) + 1 (d —cdk® — 2cdR) =D.

Puesto ylie esta igunldad tiene lugar para coalquier valor de n, entonces
2a, —2ayke— d 4 cdb =0,

i —cd v — dedly == 0.

Dividiendo la segunda de estas dos igualdades por d « 0, tendremos:
l
C=M' 124

La primora de estas igualdades se pucde escribir en la forma

{20y —d) 1l —cky =0.
Er; 2virlud de (2), ol segundo lactor se diferencia de cero y, por consiguiente,

= ady.

Asi pues, on el caso en giie d # O, la igualdad (1) puede lener lugar para
tados las valores de n solamente cuando se tiene la progresion

a 34, fu ... (@=0) h

Ahora vs fAcil comprobar directamente que la progresién (3) salisface en

vealidad la condicion det prohlema. Asi pues, la progresién buscada es la (3).
9, Stpongainins gue sea d la razon aritmeética. Tenemos:

bt = x40y +di . g in— l};![*:r:x'l—‘+?xfi 424 4+ (a— D+
A d? 12424 e — 1P =t e — l)xld+w ds
y ademas,
= —kn—“f}—_—”d.

Eliminanlu de estas ecuaciones xy, después de simples transformaciones ohtenemos:

npi=1 ., a
T U Tw

‘I/Tz it —a)
ini—1)

42
De aqui

d=

L=
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a conlinuacién x; se determina en ambos casos por la férmula
1 afn—1)
x,-—-}-[a 5 af.
Asi pues, siendo a%*—a® £ 0, a las condiciones planteadas satisfacen dos pro-

grestones.

10. Supengamos que la sucesién a;, @, ..., @, posee 1al propiedad que
a,—ay=d, o3—a,=2d, ..., a,—ty- =(n—1)d.

Sumando estas igualdades hallaremos gue

an—1
d,=4a -} o T)
Haciendo uso de esta formula, cbtenemos.
-2, 2.3 iy
S,=a;+a:+ ... +a,=an+ Tl[ , y "'+n‘n2 )Jd.

En el problema 266 se demuestra que

1.2, 2.3 cain—1) n(n*—1)
gt g tes™0 g — §
Por consiguiente,
5
S,,=a.n—|—"—~[-{15—l-)-d,

Para el problema en cuestion d=3 o =1. Por esta razén
3 b
a,]=1+~,2—n (n—1)y Su=?n{n + 1)

11. En la enésima columna horizontal se encuentran los nimeros n, n4-1,
..., 31—3, 3n—2 (en total hay 2n—1 nimeros). La suma de cstos nimeros
es igual a

(n -|-3rz—22) (2n— 1}=(2n—— 1,
12. Supongamos gue sea g el denominadar de la progresidn; entonces
am+ﬂ=alqm+n_l=Al

Q=g =81 =B,
on 3
De aqui q*":% y, por consiguiente, §= V% Ahora tenecmos:

2 R —_—
am=am—,,q-‘1=B ( ]/g) =l'fAB|

2 =m m

AN
an=am+ﬂq—m=‘q (F) WM o— g

n
BJI.

13. Tenemos

Sp=a+ag+ ... +og""t,
8,y —Sp=a g+ m@t+ gl =gnS,

Syp=Sau = gt aggti i A L a gttt e g8,

4 N 2866 97



De aqul
1 Sy 8u—8a

¢ S5a—Sn  Sen— S’
lo que ¢ exlgin demostrar.
14, Tenemos:

an=1) ( n_——l)ﬂ
IR | g H
Pu=apa1q-...-ayq" "t =uq =\0y9 .

Senalando que

i m=1 q’z-—l
Sp=t1+ag+ ... +a§"" " =g =1
1y I
3.x 4 s_l(?)__la"—i
§r.'-"f;‘—‘|‘a+-~+ﬂlqn-:*‘?l A Tagt-t g—1
¢

y por congigiiente,

(n

l

n—i\2
n_ g nel —
=a -l = a0y 2 i

n
s o
Pn=(:-"~) X
Su
15. Designemios la suma que se examina por S,. Multipliquemos cada su-
mande de esta suma por x y restemos de S, la magnitud obtenida; como resul-

tado tendremos:
S, —xSpm | xdei® 4 — (- 1)L

Sumande la progresién geométrica que aqui entra, para x # | hallaremas:

Leny

oblenemos

—_— il
1= (a1 e,

(1—98,= T—x

De aqui
] — x4l {n+])xu+1
STt (x % 1).

Cuando x=1 tencmoas:
5, =t I!g(n—|—2) _

16. Designemos ta suma buscada por Sy, Transformemos los sumandos de
esta suma empleando la férmula para ja suma de los términos de una progre-
sidn geométrica

102 —)
9 1
103 —1
9 ¥

14-10=

1410+ 100 =

107 — 1

14104 100+ ... - 1072 =



Puesto que, ademas, l_-l-pg— , sumando los segundos miembros de las igual-

dades, tendremos
B
5. =]§{m+ 102+ ...+ Hn—n) =-:)—(m"—g-l£—n)

17. La suma buscada pucde ser representada en la forma siguiente
L oF Sl B S B
b o b S Sl S ke
N N e
)+
+x

de lo enal es facil convencerse sumando las columnas verticales, Al sumar. Tas
colwmnas horizontales, hallamos que para x # 1, Ia suma buscada es igual a
=1 =l xn=2—] Xt — x—1 _

T Pt oy Fts Tl

prm i x—1
i][x+x“+...+x“—n|=

o F |y i1 i _ e =1 nx
- x—1 T Tx=F T k=1

X

x—1

Para x=1, la suma buscada es igual a

nin41)
2

,como la suma de los térmi-
nos de una progresién aritmética. ;

18. Designemos la suma buscada por S, Entonces,

- 3,5 7 2n—1
2,= 1+ gt ot b=

st () (5 )+ (B o+ (A B =
|
! on-1 =
=1+ 5 e o S
2
de donde - _
n _ s

B

on
19. El aspecto general de estos niimeros es el siguiente:
7 A—1 "o ' f

e A F i | P
44...4 88,.,89 =4.11 ... | J0" 8.1t 141,

4

El niimero 11 sk puede escribirse en forma de la suma de los lermlnos de una
progresién geometrma con denominador 10: @
“ :
s — 10 —1
T, =14 1041004 L 4 101-1 = —5—,
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De este mode, tenemos:

i 2
-:—(10"—1)10"—-+-g—(10n—n+| 4 109r=4-%10n+i=(w1) :

-5 5=\" 3
20. Por la condicion del problema [g| < 1, v tenemos:
I
= M

De aqui 1 —g¢=kg y por consiguiente, si el problema tiepe solucidn, entonces

g =k (gn+lggn+i ., J=kgr+l

q=k—_f_ T (2)

Sin embargo, se ve facilmente, que si, al contrario, de la [érmula (2) se deduce
que [¢] < 1, enlonces la formula (2) frae consigo la igualdad (1}, v la corres-

pondiente progresién satisface a la condicién del problema. As{ pues, el pro-
blema es soluble para cualguier valor de % que satisfaga la desigualdad
l%’ [. Esto altimo liene tugar cuanda &2 > 0 o bien & < —2.

i

21, Llevaremos a cabo la demosiracién por ¢l métedo de induccion com-
pleta. Examinemos al principio el caso de una progresién compuesla de tres tir-
Minos X, X;, ¥, Abriendo los paréntesis en la férmula

(4 0) (8 ) = (o 4 P,
observaremos que
£y xf s — 2By =0,

de donde (13— x,x,)2=0, y por consiguiente, x,x3=x§‘ Con la condicién de que
% # 0, de aqui s¢ deduce que los mimeros ¥, X, X; forman una progresién
geométrica. Supongsmos ahora que la afirmacion propuesta se ha demostrado
para ¢l caso de una progresién compuesta de % (k== 3) lérminos:

X1 Xge o0y Xp,y 19)]

y que sea ¢ el correspondicnte denominador de la progresion. Examinemoas en-
fonices la sucesion compuesta de k-1 {érminos:

Xy Xy ooy Xpy Xpwd 2)
Escribamos ia condicién correspondiente
T R, PP, | 0" M. SRS N . NP S B
= (ke - Xakp ... L X xp T Xpkpaa)? 1]

v hagamos para abreviar S xil ... 4 xi_; =a® Observemes que @ #0, puesto
que ¥ # 0. Por la suposicifn inductiva tenemos:

X,=0X;  Xg=q%y; ... Xk={¥p-1 t4)
Por esta razén, la ignaldad (3) se puede volver a escribir de |a siguiente mancra:
(@ xB) (g2a+ xk 4 1) = (g + XaXp 1)
Abriendo los paréniesis v agrupando los términns, estableceremos que
(%0 — xp+1)* @ =0.

Pueslo que a # 0, paralelo a (4) obtenemos xp. = g¥x Por consiguiente, la
SUCESION X;, Xuo --., Yg Xg4q TEPIEsenta una progresion  geométrica con el

. i £
mismo depominador ¢ =-x—* :
1
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Basandonos en lo demostrado podemos afirmar que la sucesion formada con
los n primeros términos de la sucesion dada, para cualquier valor real de n,
¢s una progresion geométrica. Por esta razén, también la sucesion infinita dada
forma una progresion, lo que se exigia demostrar.

22, Supongamos que sea a, =b =a; cnlonces, segin la condicién de que
uy=b, tenemos:
a-t+d=aqg. (1)

Aqui d y g son la razén y el denominador de las progresiones correspondientes
Senalemos que por la condicién de que a, >0, para fodos los valores de n,
la razon aritmética d no serd negativa. Puesto que, ademas, ¢y # @;, entonces

d> 0.
Debido a esto, de la formula (1) sc deduce que

d
=)= .
g=1 = > 1
Nos es necesario demostrar que siendo 2 > 2
a+{n—1)d < agh-1. {2)

Puesto que de la iguaidad (1) fenemos que d=ua(g—1), (2) es equivaleate 2 la
desigualdad
a(m=1)(g—1 < alg"~'=1)

Dividiendo ambas partes de esta desigualdad por la magnitud positiva afg—1),
obtenemaos:
n—=1<l4q4...Fg"2

Ya que ¢ > 1, esta desigualdad cs justa. EI problema esta resuclto.
23. Seglin la condicién del problema

@ >0, -2-311}0 y by—by=d >0,
1

donde, como ordinariamente, ¢ ¢s ¢l denominador de la progresién geomélrica,
d es la razén arilmética. Aprovechando el hecho de que a,=a,¢""! y que
b,=b +(n—1)d, oblenemos:

¢ log @y —Db,=(n—1)(*logg—d) 4% log a, — 5.

Para que 1a razén aritmética cxaminada no dependa de n, es necesario y sufi-
cienfe que ®log g—d=0. Al resolver esta ccuacién haliamos:

t=q £ . (”
Por consigulente, el ndmero buscado o existe y se determina por la férmula (1),

2, Ecuaciones algebraicas y sistemas de ecuaciones

24. Después de escribir el sistema dado en la forma
(e+y) (& —xy+ph)y=1, } Q)]
yletpt=2. (2)

dividimos miembro a miembro la primera ecnacion por la segunda. Liberéndo-
nos de! denominador y reduciendo a continuacidn los términos semejantes,

obienemos:
y*—3xy+ 22 =0, 3)
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Al resolver la ecuacién cuadrada (3) respecto a g, obtenemos y=x 6 y=2x.
Resolviendo a continuacién cada una de estas ecuaciones junto con fa ecua-
cién (2), hallamos las soluciones reales de los correspondientes sistemas. Estas
son selamenle dos:

Cada uno de ¢slos pares de nhmeros satisface también al sistema inicial, eslo
puede comprobarse mediante la sustitucion directa o analizando el método por
el cual fueron obtenidos.
25, Transformemos las ecuaciones del sistema dado en la forma
(x4 y)t—ry=4. }
(x1y) +w=2

(¢-hg)* + x4 ) =6

v por consiguiente, x4-y=2 & x4y=—3. Comparando cada una de estas
ecuaciones con la segnnda ccnacién del sistema inicial, obtendremos los dos
sistemas de ccuaciones siguienies:

De aqui

x-ly=2 x|y=~—3
xy=10 } 0 xy= 5 } @
El sistema (1) ticne dos soluciones:
n=2 n=0
xy =0, Y =2.

El sistema (2) tiene 1ambién dos soluciones:

3, ¥ 3 .
Wesgrriegsy hmmg=ity
P

gy - WEERT

Es evidente que las soluciones de los sistemas indicados comprenden cada una
de las soluciones del sistema inicial. Por medio de un simple andlisis no es
dificil demostrar lo contrario. Por olra parte, lo Giltimo es ficil de comprobar
empleando la sustitucion direcla. Asi pues, el problema liene cuatro soluciones.

26. Transformemos las ecuaciones del sisterna dado en la forma
(x+ 1) (x4 9)* —3xy| =5a?, }
xy (x+yy=a’,

después e lo cual hagamos xH-y=u, sy=v. Suslituyendo en la primera ecua-
cion xy (x4 de 1a segunda, hallaremos que u =8a%. Puesto tl:u' nos infe-
wesan solamente  las soluciones reales, fendremos que #=2a. Ahora, de la
sogunda ceuacion hallamos:
a_a’ ol a
w2
De este modo, ublenemos ¢f siguienie sistema respecto a x ¢ g

l
x+4-y=2a, Xy= at,
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Resolviendo este sisterna obtenemos:

P ) P )
b PR
2—V¥2 24+ V3
Xo=4a -—QV ’ Hs =4 __.—-+? k

Fstos nfimeras satisiacen también al sisterma inicial, el cual, por consiguiente,
tieme dos soluciones reales.

97. Reduciendo las ecuaciones dadas a un comin denominador, transtorie-
mos ¢l sistema en la forma
(- g) [(x+ )" —3xy} = L2xy,
3(xt+y)=2xy. }
Hagamos x+4y=u, xy=v. Colocando ry=v de la segunda ecuacién cn la pri-

mera, obtenemos:
1 (ud— Sy =36u. 1)

Sefialemos que u # 0 (en el caso confrarie, de la segunda ecnacion tendriamos
que xy=0, lo que coniradice a la ceuacién inicial). Por esta razdn, de fa ecua-

cion (1) se deduce que, o w=12, o bien x=—13
Cn el primer caso (¢=12) oblenemos el sistema
x+y=12, }
xy—36,
de donde x=g=20.
En el segundo casn (#=-—13) lenemos:
r+y=—3 }
xy=—"9.

Este sistema tienc dos soluciones:
3 - 3 -
x=a (& VE—n, "*‘Tz(* VE -1

Las tres soluciones halladas satisfacen también al sistema inicial. Asi pues, el
sistema tiene sélo tres soluciones.

98, Elevando la segunda ccuacion al cuadrade y restaudola de la primwra,

obtenemos:
sy (gt —xp) =21, 1))

De aqul, en virtud de [a segunda ecuacién del sistema dado,
=3

Colocando el valor de y en la segunda ecuacién del sistema, obfenemos la ccua-
cién bicuadrada

B— 104+ 9=0,
De donde, ¥, =3, 4, =—3, xy;=1, x;=—1 y los valores correspondientes de y
son los siguientes: gy, =1, ya=—1, g, =3, yy=—3. Por comprobacién nos con-

yencemus de que los cuatro pares de pateros son las soluciones del sistena
inicial. Por consiguiente, ¢l sistema tiene cuatro soluciones:

=3 =0 xn=-3 p=—1

=1, =3 f=—I, y==0
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29, Transformemos el sistemna en la forma
(x—y) (- g2y — 19) =0, }
(rty} (e gr—xy—T7) =0.

Con eslo, ¢l sistema inicial se reduce a los cuafro sistemas de ecuaciones

siguientes: 0
x—iy =0, X— ={),
P @ 4 b o
¥ty--0, ytbgt—yy—7 =0, |
b4y xy— 19 =0, ) At yrhxy—19=0,
+y ] } 3 Uz‘r } @)
x4y =0, syt xy— 7=0.
El primer sistema tieme una svla solucion: x=0, y=0. El segundo tiene
dos soluciones: x =+ VT, y== V 7. El tercern lambién tiene dos soluciones:

1=+ Vs, = F ],/I_ﬂ. Pasando al cuarto sistema, observemos que sumando
ambas ccuaciones v reslando una de la otra, sustituimos este sistema por el
siguiente sislema equivalente:
sy=06,
Kt =13 }
[ste sistema tiene cualro soluciones:
i= 12, y=13 y x=43, y=42.
Asi pues, ¢l sistena propuesie en ¢l problema liene nueve soluciones:
©0, V1 Vi (VT =V D (¥YB, —VB), (=¥ V),
2, 3), 1=2, ~3), 3, 2), (-3, =2
30. Trausformemos las ecuaciones del sistema en la lorma:
2 (x - y) = bxy,
8 (x+ 1) [(x+ 1) —3xy] =65.
Colocande x4 de la primera ecuacion en la segunda y haciendo xy=uv, ten-
dremos:
250 | 20— 13=0.
Esta ecuacién, evidentemente, se satisface cuando v=1. Dividiendo el miembro
izquierdo entre v—1, obtenemos la ecuacidn
2508 4 13v+ 13 =0,

Esta 0ltima ccuacion no tiene raices reales, Asi pues, no queda méds que una
pusibilidad: v=1. Colocando este valor en la primera ecuacidn, obtenemos el
sistema

=1, l
5
tHi=35 |
1 1
De agul ©y=2 y=7% ¥ H=7, =2

Ambos pares de niumeres satistacen también la ecuacidn Inicfal. Asf pues,
¢l sistema ticne solamente dos soluciones reales.

31. Sumando ambas ccuaciomes, v a continuacién restando de la primera la
segunda, obtenemos el siguiente sistema equivalente:
(F—g) (b it xy =T, }

—p) iy =2 2



Representando la primera ecuacidn en la forma
()4 3y (r— =T,

hallaremos que en virtud de la segunda ccuacion (x—y)*=1.
Por cuanto nos intcresan solamenle las soluciones reales, enlonces,
x—y=1. Teniendo esto en cuenta, hallamos [icilmente que yy=2.
Resolviendo a continuacion el sistema

xy=2, }
r—F= !,

hallamos sus dos soluciones:

=2 m=l n=-1 p=—2
No ¢s dificil comprobar que los dos pares de nameros satisiacen al sistema
inicial. Por lo lanio, el sistema tiene dos soluciones reales.

32, Transformamos la segunda ecuacion en la forma
(o 4 %)t — 2ty =T,

Suponiende que sca £y *=u y xwy=v, escribimos osta ecuacion de la si-

guiente manera:
wi— =1,

Elevando al cuadrado la primera ecuacién del sistema, obtenemos una condicion
Mis para « ¥

w4-2v=1.
Eliminando a ¢ de las dus Gltimas ccuaciones, obtenemos:

1 —20—3=0,
de donde

vp=3, ty=—1.
Entonces, los valores correspondicntes de & serdn iguales a
Uy =-—5, =13

Puesto que ¢ =2x3+4y* v a nosotros nos interesan solamente [as soluciones reales
q

de la ccuacion inicial, entonces, el primer par de vaiores de u y o debe ser
omititde. El segundo par nos da el sislema
Kyt =3, }
ty—=—l

Este sistema tiene cuatro soluciones rvales

(-1-1-9]/"5‘ ——i—V"s). (—1_?|/_5_ —1-;-‘2[-"3)

Sin embargo, es [écil_ comprobar ue al ‘sistcma inicial le satistacen solamente
las dos primeras de éstas. Asi pues, el sistema propuesto en ¢l problema tiene
dos soluciones reales.

33, Elevando )a primera ecpacion & la quinta polencia y reslando del resul-
{udo oblenido la <egunda ecuacién, después de las simplificacioncs correspen-
dientes, obtenemos que

ay (68 + %) 2ty - 6 =0, t
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De la primera ecuacidn, después de elevarla al cubo, se desprende que x® 4 ¢ =
= 1 —3xy; cn virtud de lo cual la ecuzcion (1) adquicre la forma

$iyt—ay—6=0.
Resolviendo esta ecuacion, obienemos
(=3, (), =—2.

Aladiendo a eslos resultados x--y==1, hallaremos cuairo pares de niimetos:

@~ (=1, 2% (I-H‘ZVH. l—;2y1]):
(1--1' VIT b4 ;/‘ﬁ)
2 * 3

Es tacil comprobar que lodas estas soluciones satisfacen al sistema de ecuacio-
nes iticial

34. Transtormemos las ecuacionss de! sistema a ta lorma
(F—y?yt +xtyt = 13, }
xi—yr 4 2xy=1.

Colocando x2—y? de la segunda ccuacién en la primera, obtendremos:

5(xy)?—dxy—12=0.
D¢ donde

6

() =2, (K= . (1)

Puesto que nos inleresan solamente las soluciones para las cuales xy =0, enton-

ces, existe una sola posibllidad
xyg=2. (2

Sustituyende en la segunda ecuacién gy per su valor hallado de esta igualdad,
olhtendremos:
A4-3xt—4=0.

Enlre {odas las raices de usta ccuacion solamente dos son reales:
Hn=1! v xg=—L

Los valores correspundienics de y, en wvirlud de (2), seraiu
m=2 v y,=—1

Amibos pares de nimeros (x, ) satistacen fambién al sistema inicial. Asi pues,
el problems ticne dos soluciones:

u=1, n=2 HL=—1 yy==—2

35. Abricndo los paréntesis en las ecuaciones del sistems y haciendo x-y=u
e xy==v, escribimos el sistema en la forma

it —2n=9,
b 1)

ui— =3,
Si, ahora, multiplicarnos ambeos miembros de la segunda ecuacién por 2 y, a
continuacién, ai resuliado obtenido le sumamos y le vestamos los miembros co
rrespondicnies de la primera ecuacion, el sistermna (1) se sustituira por el siguiente
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sisterna equivalente:
w-v)E—2u fu)=15,
Eul—ti}*—[—Q(ulu;=3. } @
De la primera ecuacién del sistemna (2) recibimos:
{wtuv), =5 (utu),=—3
De la segunda ecuacion obtencmos:
(u—vh=—23, (u—u)h=1

De este modo, la determinacion de todas las soluciones del sisterna (2} se reduce
a la resolucidn de los cuatro sistemas siguientes:

i-fo=5, } 3) u-te=>5, .
—y=—3, ¢ u—:.:l.f “
tv=—13, H+o=—3,

u—u:—S,} ©) u—u=l, } ©

Solucién del sistema (3): #y=1, v, =4; solocién del sistema (4% #,=3, v,=2;
solucign del sistema (5): wuy=—23, vy=0y, por {in, solucién del sistema (6):
=, ¢,=—2.
Para hallar todas las soluciones del sisterna inicial tendremos que resolver
los siguijentes cuatro sistemas de segundo orden, que se diferencian solo por sus

miembros derechos:

xty=1, x4y=3,
4 } o +¢ } @)
Xy =4, =2,
xty==3 xdy=—1,
9 10
xy=0, } & xy:-—?,} (10)

Resolviendo estas ccuaciones hallaremos todas las soluciones del sislema inicial,
Estas seran sulamente ocho:

(1 A ;E) (I WAL _L..V'TS)
giirame geiegmph (B gaRte

20, 4,2, (=3, 0,8 =3 (I, =2 (—2 1)

36. Sefalemos al principio, gue por ¢f sentido del problema x =0 ¢ y #0,
Multiplicande los miembros izquierdos ¥ derechos de las ecuaciones  dadas,
obtenemos:

' xi—yi=F6 (1)

Mulliplicando cada una de las ecuaciones por xy y, a conlinuacién, suiiindolas,
tendremos:
oyt 23y = Tay. [t3]

En virtud de (I} y (2), ahora obtenemos:
Ayt —Txy +6=0,
de donde »
=2 (= 3

Asi pues, cualquier solucion del sistema inicial satisface a la ccuacién (1) y a
una de las ecuaciones (3). Por esia razén, cada una de las dos ecuaciones (3) se
podria resolver conjuntamente con la ecuacion (1). Sin embargo, esto conducisia
a una ecuacién de octavo orden y complicaria la resolucién definitiva del pro-
blema, En relacién con esto, senalemos lo siguiente. Si multiplicamos de nuevo
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cada una de las ecuaciones del sistema inicial por xy y, a conlinuacion, de la
primera restamos la segunda, entonces, obtendremos la ecuacién

x4yt =5y,
a la cual satisface lambién cualquier solucidn del sistema inicial.

Examinemos dos posibilidades:
1) Supongamos gue en concordancia con (3)

Enfonces, en virtud de (4), x*4y*=10. Resolviendo esla ecuacién conjunta-
mente con (1), hallaremos:

¥, por consiguiente,
43=178, xwm=— (/8 m=iy8 x=—i)/3%
En virtud de (5), los correspondientes valores de y seram:

!":T/%=f/_2- == 2 p=—iy 2 g=iy2

2) En el segundo caso

xy:%. 6
La ccuacién (1) nos conduce, entonces, a la relacién
15
Byi=gz
que junto con (1) da
o
~T
De aqui,
s /5T Y T 4 ST
Xy == ],f' % tes— l/_‘i" ‘:ﬂ‘l/T- Xg=—1 Ti

los valores correspondientes de y sou:

T 3 oA e a0
vV E e VI eV T i/ T,

Ast pues, entre los vcho pares de némeros hallados se encuentra cualquier so-
lucién del sistema inicial. Es facil comprobar que los ocho pares de niimeros
hallados satisfacen al sistema inicial. Por consiguiente, se han hallado todas
las soluciones del sistema.

37. Transformamos la segunda ccuacién en la forma
(3% )t — 2yt = byty?.
Sustituyendo aqui x*4g* por axy de la primera ecuacidn, hallaremos:

(a* —2—h) x2y2 =0.
Son posibles dos casos:

1) a*—2—b # 0. Es facil de ver, que para esta condicién el sistema tiene
una sola solucion: x=0, y=0.

2) a?—2—h==0, Cumpliendo esta condicién, la segunda ecuacién se obticne
como resultade de elevar al cuadrade ambos micmbros de la primera. Por eso,
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si ¥ e y es un par de nameros cualquiera que satisfacen 4 la primera ecuacion,
entonces, este par de nimeros satisfacerd a la segunda. Por consiguiente, el
sistena tienc una infinidad de soluciones.

38. Transformemos el miembro izquierde de la ccuacion cn la forma

x+a (x+a Ex—-a) x—afx—a b x+a)___u

xFb\xtb b x—b X—b \x—b @ x+b
Notando que las expresionies entre parénfesis s diferencian por el factor —%,
cblenemos:

(x—}—a a x—a) (x—f-a b x—u

*Lb~ T x—b, T

xpkb ax—h,
De agui, con la condicion de que a # b, obtenemos

|t —{a—+b) x —ab| |x* + (@ +b) x—ab} =0,
y hollamos cuatro soluciones de la ecuacida inicial:

(et +Vi@atboP+dab
A= P '

X5, 2

_ — (b =V 0P Fdab
2
En el caso de que sca @=Dh, lodos los valores de x satisfacen a ia ecuacién.

x 4 o
39, Supongamos que sca -5-—;—=f; enfonces, la ecuacidn se reduce 4 la

forma

32— [0t 4-8=0.
De agui

4

t —_-2 —_——

1 ¥y &y 3
Resolviendo a continuacién dos ecuaciones cuadradas respecto a x, hallaremos
cuatro raices de la ecuacién inicial:

x|_=3+ m, x2=3—— V:.)_l., x;,=5, I‘—_-—2,
40. Supongamos que sea

x__i—_=ﬂ y x__yzu, {1

Xy Xy

Entonces, la ecuacién del sistema dado se puede escribir en la forma

' (3]
: ®)
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Ahora, lepemos que resolver cuatro sistemas del tipo (1) en cuyos miembros
derechos se encuentran todas las combinaciones posibles de los valores de & y o,
determinados por las férmulas (2) y (3), Escribamos el sistema (1) en la forma
siguiente:

1 t
_y'"{";‘_"l ’
. (C)]
—— ==
y X
De aqui cbienemos:

i 1

sea(t—1),

| | ©

?.—:n?z-{uﬂkvl.

De las férmulas (5) se desprende que para que el sistema (4) sea resoluble v,
por lu tanto, fambién el sistema inicial, los nimeros a y & deben obedecer a
condiciones suplementarias, ademas de la condicién de que ab # 0 que se des-
prende de la forma de la ecnacién del sistema inicial. Sea que

[al #[&. (6)
Entonces, colocando en los miembros dercchos de las [armulas (5) los valores
- o ] |
u=ua, v=»>b, y, a continuacion, u=;, Lt hallaremos dus soluciones:

_ 2 2 2ab _ 2ab
=g WG WUy BTayd

Supongamos que, a continuacién,

|ab) # 1. 7)
Colocando en los miembros derechos de las (ormulas (5) los valores u=a,

1 i #: ; 3
v=, Y, 8 conlinuacién, pm—, v=~>, hallaremos dos solucioncs maés:
26 2b 20 Za

BEm—T BEGIT M T—a T Ttae

Asi pues, si se cumplen las dos condiciones (6) y (7), el sistema tiene cualro
soluciones; si se incumple una de las condiciones, el sistema tiene sdlo dos so-
luciones; si, por lin, se incumplen las dos condiciones (esto puede suceder
solamente cn ¢l caso de que |a]=|b|=1), el sistema no tiene soluciones.
41, Ls facil de ver que los nlimeros
=45 y x=575

satisfacen a la ecuacién dada. Por eso, el polinuntio

(x— 4,50 + (x—5,58 — 1

es mititiplo del producto {x—4,5) (x—5,5). Para realizar la divisién y reducir
el problema a la resolucién de la ecuacién cuadrada, es comodo representar el
polinomio indicado en la forma

[(x—4,5)% — 1]+ (x — 5,58,
Descomponiendo la expresion conlenida entre los corchetes por la férmula
W= =(a—1) (@ D+ ) =(a—1) (@ a?tat 1),
HO



obtenemos 1a ecuacidn
(x—5,5) {(x—4,50 + (x— 4,5 + (x—45) + 1} — (x —5,5) =0.
Sacando el factor comin de entre paréntiesis, lendremos:
(x—5,5) {(s— 4.5+ (x — 4,58+ {r— 4,5 + 1 H{(x—4.5) — 1" } =
=(r—55) (t—4,5) { 2 (x—4,5° — 2 (x—4,5) +4 } =0.
De aqui

4 7
FBE  BRS, xs_d=&—-7i-'f—— :

42. De la segunda ecuacién del sistema hallamos que y—5e=}x—1{=0y,
por consiguiente, y=5. Por esta razén, la primera ecilacidén puede escribirse
en la forma

y—5=l=—|x—1]

Sumando esta ecuacién a Ia segunda, cobtendremos:
: 2 (y—5)=1.
; ]
De aqui y=3

Ahora, de la segunda ecvacién hallamos [ x—1 |=%y. por consfguicnte,

1 ’
r—i= ¢ 'é-- Por eso, n=-. x:=%- El sistema ticne dos soluciones:

| 1. 3 1
M=, == xz=§= y==5

43. Por agrupacién de los términos reducimos el micmbro izguierdo
a la forma :
@x+y— 1P (x+2u+ ) =0,
b y—i=0 x42y~-1=0

xi=il; g=—1.

Por consiguiente,

De donde

Sehalemos un método mas de resolucion, Disponiendo lns sumandos del
miembro izquierdo scgin las potencias decrecientes de x, oblendremos 1ma
ecyacion cuadrada respecto de x:

5x% -+ (8y —2) x+ (54 +2y+2) =0 (h

Esta ecuacién, para los valores reales de y tiene raices reales solamente cuando
su discriminante no es negativo, cs decir, ’

(By—2)* —4.5 (3 +2¢+2) = 0. @)
Después de abrir los paréntesis, esta desigualdad adquicre el aspecto
=3 y+1)P=0

Esto @ltimo es posible solamenie cuande y=-~1, v. enionces, e la ccuacion
{1} se desprende que x=1.

44. Transiormemos la ecuacion en la lorma
Lx -2 cos (x)]® 4 [L —cos? {xy)] =0.
Ninguno de los dos sumandos es negativo, por esh
x4 2cos (xy) =4, cost{xy)=1.
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De aquf, cos (xy)=4£1. En el primer caso tenemos el sistema
cos (xg) =1, x+2cos (xy)=0.

De aqui, x=—2 ¢ y==kn, donde F=0, £1, £2. ...
En el segundo caso,

cos {xy) =—1 x-}-2 cos {(xg) =0

De agui. x=2 ey=%(2m+!). donde m=0, +1, £2, ... Asi pues, la

ecuacién tiene dos series infinitas de diferentes soluciones reales, con la parti-
cularidad de que ¢l valor de x en cada serie cs el mismo,

45, Eliminando z del sistema dado, lendremos:
2y —(2—x—y)*=
o bien
2 —dx4-d 4P —dy+1=0

es decir,
(x=+(y—2 =0,

PPara los nimeros reales x e y esto os posible solamente cuando x=2¢ y=2.
De la primera ecuacion del sistema hallamos z=—2 El sistema tiene sifo
nna solucion real:

=2 y=2 2=

46. Primera soluclén. Notemos que, por las magnitudes x ¢ y dadas, vl
valor de z se determina de la primera vcuacidn de una sola manera:

=2+ m
Colucando este valor de z en la segunda ecuacion, obtenemos:
B4 y+P4y=a

Esta e('u&l:iél:l es Cqui\'a!(‘l’“ﬁ a la ecuacion

. 1 ; ; i
Si ahora a- 7 < 0, entonces, la ecuacién (2) no tiene solucinnes reales, puesto
qu- siendo x e g reales, en el miembro izquierdo se encuentra un namero no
negativo, Si ﬂ+?>0‘ enfonces, la ecuacién (2) v junto con désta todo el

sislema, tiene, evidentemente, mas de una solucién.
Por consigulenle. la Gnica solucién real es pusible solamente cuando

a-{—%:[}. En uste caso, la cenacién (21 adquiere la forma
13y 1048 o
(=+7)+{s+2) -

y tiene la finica solucién real: x=-—%, yw——-]é-. De aqui, hallando 2 de
la ecuacién (1) deducimos que el sistema dade tiene la (nica solucién real

solamente cuando a4 =— 3 a saber:

S (S
= 7 W= 7 =
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Segunda solucién. Se ve ficilmente, que si el sistema dado tiene cierla
solucién x==xg, Y=y, 2=2,, entonces, cste sistema tiene también la siguiente
solucidn: x=gy y=2x, z=2, Por eso, para que el sistema lenga una sola
?Ohflf:lén es necesaric que x=p. Con esta condicion, el sisterna dade adquiere
a iorma

2vt=7,
gz =a. }
Eliminando a z, obtenemos ia ecuacion cuadrada respecio a x
WL 2x—a=0,
Para que también esta ecuacién tenga una sola solucidn real. en necesario v
suficiente que el discriminante de la ccuacidn sca igual a coror
D=2"—4.2(— gy=4(1 +2a)=0.

’ ] - ] .
De aqui, g=—v ¥ ¢l wvalor correspondicnte de R En resumidas
cuentas. obtenemos el resultado anterior.

47, Supengamos qu- sean X, ¢ yo ciertas soluciones del sistema, En virtud
de la primera ecuacién

Bl a o I
ll:xﬁ—.'— g2 -—-a]“=rtoyﬁ+ﬁ +2, (5
Xyl
y de acuerde con la segonda ccuacidn
1

24t 12)
Xa Y
Abriendo en el miembro izquierdo de la ecuacién (1) los corchetes y restandole
la ecuacion {2), obtenemos:

—20a { x5 +43) +at=—b".

() =xiui+

De¢ aqui

; . a@i-pbt
fodby= ;

Puesto que a y b son niimeros reales, la confirmacion queda demnstrada

48. Es [4cil de ver que cl sistema tiene sicumpre la solucién
=1, g=l z=l {h
s tar;1bién evidente que en el casn de que
g={=r 2)

ias tres ccuaciones toman la torma x+y+2=3 vy ¢! sislema fiene un nlimero
infinito de soluciones.

Demostremos que si no se cumple la condicion (2) es decir, que si no todes
los tres nameros a. by ¢ son iguales, entonces la solucién (1) es ia fdnica
posible,

Sumando primero las tres ccuaciones del sistema dado oblenemos:

{a+ b+ (x+4-y+2)=3 (a+H+¢).
Simplificando por a-b-+4-¢, hallames:
t+y+2z=23. (3)

De aqul z=3—x--y. Colocando esta expresion de z en las dos primeras

3



ecuaciones del sistema tendremos:
(e—e) x4 (b—c)y=a+b—12c }
(b—a)x4-(c—a)y=~—2a+b+c,
Multiplicandu la primera de estas ecuaciones por e—a, la segunda por ¢— ¥
y sumdndolas, hallaremos:
[—(@—e)*4-(b—a) c—=W)) x=(a-+b—2) (c—a)+ (c—b) (—2a+b+e)  (5)
Por cuamlo la ecuacion {5) se satisface siendo x=1, el coeficiente de x debe
coincidir idénticamenle, segiin @, b y ¢, con vl segundo miembro de la ccuacion,

Abriendo los paréniesis en ambas expresiones, nos convencemos de que verda-
deramenie coinciden y son iguales a:

)]

—% |2at - 4ac-+2c3-—2hc+2b'3+‘2ar—-?ab|=—-% Ha—cY2+ (b—c)* - (@—0)%).

Por 1o tanto, si enire los nimeros a, & y « hay desiguales, entonces, 1a ecuacion
(5} se satisface solamente en el caso de que sea x=1. Después de estn, de la
ccuacion (1) se desprende con facilidad que g=1, y de la relacion (3), que
z=|. Asi pues, con la condicion de que

la—f 4 th—et 4 (a—b7 0
el sistema liene una sola solucién:

=1 y=1 2=

49, Sumando todas las ccuaciones, oblencmos que

(a4 2) (xty4-2)=1-fu4-a* (i)
Si a £ —2, enlonces,
14-a4a*
£+y+z=——u_$ :

Resolviendo esta ecuacion junlu con cada una de las veuaciones del sisfema
inicial, suponiendo que a # 1, hallareinos.

14-a | a4 12
=gy YRaTe Taw 27

Siendo a =—2el sislema es incompatible (la ecuacién (1) esimposible cualesquiera
que sean los valores de x, y, 2). Si a=1 ¢l sistema ¢s indelerminado: fres
niimeros cualesquiera que salisfagan la condicidon x—+ y+2z=1 forman una
selucidn.

50. Se ve tacilmente, que si dos de los tres namerus ag, ag, @, son iguales
a cero, entonces, el sistema tiene una multitud infinita de soluciones. En
clecto, supongamos, por ejemplo, que a,=0 y a;=1. Haciendo, en este caso
x=0 y cligiendo a y v z tales que se salisfaga la ecuacidn x4z=1, se
satislaran las {res ecuaciones del sistema.

Por cso, al buscar la condicidn de unicidad, podemos suponer desde el
principio que dos nomeros cualesquiera difieren de cero. Supongamos, por
gjemplo  que

a0 y a0, (1)

Restando de la segunda ecuacion la primera y de la tercera la segunda, hallamos
que ayX=awy=a,z. De aqui, en virtud de (1), se desprende que:

y=£'-x. et 1, P)]
2
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Colocando estas eipresiones en la primera ecuacidn, obtenemos:

r
L I |
{44+ —F+— =1 3
(‘r 11‘%‘!'&“) (3
Esla ecuacidn es resoluble solamente con fa condicidn de que la expresion
enlre paréntesis difierc de cero. :
Teniendo en cuenia (1), llegamos & la condicién

D—aya, +aa,+a,a,+aa,0, =0, )

Cumpliendo esta condicion, dv (3) y 2} hallarios:

0,03 _ may _ My

D" TG
Eslos tres nameros forman la solucion del sistema y, ademds, como se desprende
del método de su obtencién, Gnica.

Asi pues, la condicién (4) es una condicién imprescendible para que cl
sistemna tenga solucién y, ademas, Gnica.

Es facil de comprobar, que si al principic hubi¢ramos supuesto diferentes
de cero a otro par de nameros @, @y 0 @, &, ecntonces, un razonamiento
analogo nos conduciria de nuevo a la condicion (4) y a la misma solucién (5).
Puesio que, a continuacién, de la condicién (4) se desprende que si aungue
sea uno de los tres pares de mimeros no es igual a cero, entonces. la cendicién
indicada no solamenie es indispensable, sino también suliciente.

(GH

51. Multiplicamos la ecunacién por a, —b, —ec, —d, tespeclivamenle, y
realizamos Iz suma. Hallamos que

{a*+ 62+t +d*) x=ap—bg—er —ds

Q
- ap—bg —cr —ds
= a2_+b3+cz+d3
Andlogamente hallamos que
__bptag—dr+es, z___cp-;-dq-{-ar—bs_ f_dp—a;--f-br+as
Y= IRy d TR erd  TELIR L Far

52. Sumando todas las ecuaciones del sisterna hallaremos:
2{yyFag+ ...+

ain 1) '
El segundo miembro de esta ecuacion lo designamos por A, Restando de la
primera ccuacién la segunda, obtenemos:

KXot H X)) —tX =0y —ay,

Xt Kb tay=

)

En virtud de (1) tenemos:
A—(ay—ay}

Xy =
4 n

En general, para oblener xg(l<<k=Cn—1) restamos de la k—ésima ecuacidn
la (k=4 |)—ésima. Anidlogamenie a lo interior hallaremos:
A—fag—
spe dy u“[).
I
Por fin, restando de la Gltima cevacidn la primera, obdendremos:
A—(a,—ay)
e

An=

15



Lus valores hallados pueden ser agrupades en una sola férmula:

x,.="_‘...(ﬁﬂ—"_f'ﬂ’(:<;‘<n; )

(aqui, pur @,4, debe enlenderse o). Medianle la suslitucidn directa nos con-
vencemos de que ¢l conjunio de numeres (2) satisface realmente a todas las
ecuaciones del sistema. Asi pues, el sistema dado tiene una sola solucién.

53. Sumandu fodas las igualdades y dividiendo el resullado obtenido por
tres, tendremos:
X+ X+t +10=0, (1)

El miembro izquierdo de esta nueva ecuacion tiene cien sumandos y puede ser
presentadu en la siguiente forma:

(x5 Xy b xgd (g a4+ X+ o (g Yo+ Xy} + X100 =01
Pero, segin las igualdades iuiciales, cada suma encerrada cnire paréntesis es
igual a cero. Pur esta razon ¥,,=0. De manera andloga, pasando xyq0 2l pri-
mer lugar y prescntando la igualdad (1) en Ja forma

(rgo -4+ 22) (2, F55) F - F (g + Xgr + Xog) -+ X =0,

haltaremos que x, =0, Colocando a continuacidn xge en el primer lugar y agru-
pando de nuevo Ygs sumandos de tres en fres, nos convenceremos de que xgu =0,
ete. Asi pues,

H=tp=.. . =X=0,
lo yue se exigia demostrar.

54. Sumando todas las ccuaciones tendremos que

(xytef—(x+y+2)—12=0. ()
Hagamos x+y-+2=4{, entonces, de la ecuacién (1) hallaremos:
fy=—3, =4 @)

Colocando la swma y--z={—x en la primera ccuacion del sistema inicial,
hallaremos que
Bx(l—x)—x=2,

de donde, 3

x_—-t_“l '

3)

De la misma manera, la sustilucién de x+-2={—y en la segundayde x+y =
={—z en la tercera ecuacién del sistema inicial nos da

4
y=r— @
y
6
=T ®

Colocando los dos valores de { en las [6rinulas (3), (4) v (5). hallaremos las dos
soluciones del sislema inicial

[ 3y, (i A,
I\“_"Ij- l: 2J| 3‘ 3;2)

65, Escribimos el sistemna en la forma siguiente:

xt+y =T+z,
gt =374 2, J 3]
Bpyte= P25
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Elevando la primera ecuacién al cuadrado y eliminando #* 44 con ayuda de
la segunda ecuacion, hallamos que
(74 2) =37 - 25 4-2uy,
de donde
xy=0-+7z.
A continuacion, obtenemos que
T2y =x"+ 4+ 3xy (x+4)
Hep 3 =(T+2 =3 (64+T72) (T-+z)=2"— 182-}-217. 2)

Comparando (2) con la altima ecuacién del sistema (1), hallamos que z= 2.
Pero. entonces

rTp=19,
T |

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones, obtenemos:
Hn=8%8 =10, ;=12 y x=10, =9 z,=12

Por suslitucion, es facil de comprobar que estos dos conjuntos de nlmeros
satisfacen también al sistema indcial, Asi pues, ¢l sistema inicial tiene dos so-
Juciones.

68. Dividimos la primera ecuacién entre la segunda y la tercera, cumno
resultado obtenemos

¥4z 5 X

ity 8 Yty

Multiplicande ambas ecuaciones por x<y, hailamos:

!
i

fr -2y —3z=0),
x--dy—3z2=10 }

De estas ecuaciones se desprende que y==2x, z=3x. Colocando de agui el valor
de y y z en la primera ecuacién del sistema inicial, hallaremos gue x*= |, Como
resultado obtenemeos:

=1 m=2 2,=3 xp=-—1, p=—2 z=—23

Realizando la verificacion nos convencemos de que los dos conjuntos de nime-
ros satisfacen también al sistema inicial,

57. Fijédndonos en que la diferencia de dos ecuaciones del sistema propucsio
se descompone en factores, formamos la diferencia enire la primery v lasegunda
ecuaciones y entre la primera y la tercera. Las dos ecuaciones vhtenidas de esia
manera, junto con la tercera ecuacién del sistema inicial, compondrdn el siguien-
te sisterna:

(b—w) p+w—1)=0,
Wit v=2,

(gu—w}(u+w—1)=0, ;
|

Es evidente, que cualquiera solucidn def sistema inicial satisface al sistema ().
Puesto que, y al contrario, todas las ccuaciones del sistema micial pueden ser
vbtenidas somando y restando las ecuaciones del sistema (1}, entonces, toda
solucidn del sistema (1) es al mismo liempo 2 solucién del sistema inlcial v,
por consiguienie, estos sislemas son equivalentes.

17



El sistema (I} se descompene en los cuatro sistemas siguientes:

u—w=_0, u—w=0,
v—w==0, ] (2) vtw—1=0, } (3

W utfo=2, wlohuf o=,

ut+w—1=0, itw—1=0
p—ae= 0, ] {4 v4+w—I1=0, ] (3]

wtut+u=2 @t =2.

En virtud de lo dicho, ¢s evidente que todas las soluciones de esfos cuatro
sistemas, y solamente ellas, son al mismo tiempo las soluciones del sistema
inicial. Cada uno de estos cuatro sistemas dados puede reducirse sin dificultad
a una ecuacién cuadrada y tiene dos soluciones. Expongamos las soluciones
correspondientes {u, v, @) oniitiendo los cdleulos. Soluciones del sistema (2

YT ~14+ V17 1+ VT
( 4 4 4 : 4 )
(qﬂVﬁ. —1—¥T7 -4wVﬁ)
q 3 : 1

Suluciones del sistema {3):

Soluciones del sislema (5):
i 1 3
I, 0 y —— —— 1,
(.1, 0 ( 3 5 2)
Asi pues, el sistema inicial licne en total echo soluciones.

58. Restando de la segunda ecuacidn la primera, oblenemos:
eyt X (—yp=3,
(z—y)(x+y+2)=3.
Restando de la lercera ecuacién la segunda, analogamente hallamos
=X {x+y+ =3
De I dos filtimas ccuaciones se deduce que
z—y=y—x. n
A continuacién, escribimos el sistema inicial en la forma siguiente:

de donde

{x—p)*=1—3x,
(x—2)2=14— 31z, ()
[y—2)P =T~ 3yz

De (1} se desprende que los miembros derechos de la primeray lercera ecuaciones
del sisterna (2} son igua'es, es decir, gue
1—3.\‘.557—39‘2.

de donde )
—r= )
=Y

118



Puesto que de acuerdo con (1)
2+ x=2y, )]

cntonces, resolviendo conjuntamente (3) y (4) hallamos:
| |
r=g——, i=y4+—.
e ¢t+3

Colocando la expresion obtenida para x en la primera ecuacion del sistema
inicial tendremos que

3yt — 4y 4-1=0,
de donde

I
s 1, == r -
H 2=t ¥, 4 i]/—:}

Como resultado, hallamos euatre conjuntos de nimeros
01,2, @ -1, =2

e Bl
( V3' V3§’ V?)'

Mediante la verificacién nos convencemos de que lodos estos conjuntos satisfacen

al sistema inicial.

59, Muitiplicando los primeros y segundes miembraos de las ecuaciones enlre
si, obtenemos:

(X% ... X =y ... gy,
de donde
P} e p—
ity oo Xy =" ey L ay W

escribimos la k-ésims ecuacién del sistema en la forma
akx}§=x1x2 e X

De aqui, en virtud de (3). tenemos:

AL T s dg
Xg= —T”_ k=1, 2, wuv, AL

Por medio de la comprobacién nos convencemas de que este vonjunio de nime-
ros safisface al sistemna inicial. Asi pues, el problema tiene una sola solucidn.

60, Notemos al principio que siendo a=1 el sislema loma la lurina
{x+y2E="r
tyta'=1£, }
(xty+ 2 =m
Este sistema es resoluble (nicamente con una condicion complementaria
P=[t=pm, n

Con esta condicién, es evidente que se obfendrd una cantidad infinita de solu-
ciones. A continuacién, podemos supomer que

a#l )
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Sumando todas las ecuaciones del sistema ¥ haciendo, para simplificar,
X y-+2=1,
£ {a4-2) =212 - mb

Puests que segiin la condicion del problema ¢l miembro derecho es positive,

cbicnemos:

para @—=— 2 el sistema no tiene solucidn. Considerando que
a =2, 3
hallamos:
4/ R Lmt
f= L V —_— . 4
- at2 *

Transformando a continuacién las ecuaciones del sisiema ene la forma:
e fla— 1y x=4%
(rt{a—1yg=1£,
£ tla—1)yz=m?
de acuerdn con (4), hallamos de aqui dos conjunics de valores de x ¢ y:
- S TTaF2 Rarh—rE—m
T l o mt g -Nla—13 7
a-F2  Fla=Nh—kt—m?
Brlimt fa+2{a—1)
] /- at2  mia+l)—r=1L*
=t V mxiim widE—0

Realizando la comprobacidn establecemos que las dos ternas de nimeros satis-
facen al sistema inicial. Asi pues. en el case general {a £ 1, a #—2) el sislema
tiene dos soluciones dilerentes.

£
y=1 ‘

61. Elevando fa primera ccuacién al cuadrado y restando de la relacidn
obtenida la segunda ecuacidn, hallaremos:

syt yz2x=11. (0
En virtud de Ia tercera ccuacién, de agui se desprende que

{x)? 4 3xy—10=0
Resolviend. esta ecuacién, obtenemos:

(xgn =2, ()= —5 @
Examinemos dos posthilidades.
1} Supungamos que sed
Xy =2, 3)

Eliminando x+y de la primera y tercera ecuaciones del sisfema inieial, obtene-
mos la siguiente ecuacién respecto de z.

22—6z+9=0.
De aqui se deduce que 2'M=3.
Cntonces. la primera ccuacién da

X+y'=l3.
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Resolviendo esta ccuacién junto con la ecnacidn (3}, obtenemos:

al=1 =2
=2, g =1.
9} Supongamos ahora que de acuerdo con (2)
xy=—3>.
En este caso, de la primera y tercera ecuaciones obteneinos:
2 —624-16=0.

@

Las raices de esla ecuacién son irreales y, por consiguiente, las investigaciones

relacionadas con la condicién (4) pueden no lievarse a cabo.

Asi pues, soluciones reales pueden ser sulamente las siguientes ternas de

niimeros (g, y. )
(1,23 v @2 L3

Madiante la verificacién nos convencemos de que ambas lernas de nlimeros salis-
facen al sistema inicial, Asi pues. han sido haliadas todas las soluciones reales

del sistema.

62. Se ve Ficilmente que los primeros miembros de las ecuaciones pueden
ser descompuestos en factores, como resultado de lo cual el sistema toma la forma

x4y y+2) ="

(+u) (r+2)=a, }
(r+2) g +2)=c.

Hagamos para simplilicar
x+ty=u, x4z=v, y+i=u

Entonces
uy=d,
sw=bh, }
Tir=4o.
Multipficando todas las ccuaciones entre si, hallaremos:
{uvw)? = abe,
de donde
wrw=+ ¥ abe,

{0

@

)

Ahora, la deferminacién de todas las soluciones del sistema (2) no representa
ninguna dificultad. Eligiendo en la férmula (3), al principio, el signo més y, a
continuacion, el menos, establecemos que el sistema (2) tiene dos soluciones:

vaw V& Ve

Uy = i I e wy

~V ahe
TR, =

[

.~
Mg _l'b’_a -

__Ym
u )

(4

(5)

Queda resolver dos sistemas de ecuaciones, oblenides al colocar los valores (4) y

{5) en los miembros derechos de Jus ccuaciones

x+y=u
X+ z2=v, }
y+r=mw

6)
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Sumando las ecuaciones (6), obtenemos

u+v w
r+y+z=f—2+.

De aqui, en virtud de (6), se desprende ficilmente que
W4 0—w u=—v+w z=——u+v+w
T A T

Asi pues, el sistemna inicial tiene solamente dos soluciones que se determinan
por ias férmulas {7) colocando en éstas los valores {(4) y (5).

(4]

x=

63, Sumando todas las ecuaciones haliaremos:

Lot (1)

ry-bxzdyzr= 5

En virtud de las ccuaciones del sistema, ahora obtenemos facilmente que

% bt — gt
xy=—-+-'-2-—=o=,

Y
PO ot Y r @
2

_ —athiget
o 2
Aqui hemos introducido, para mayor comodidad, designaciones simiplificadas
para las quebrados obtenidos. Notemos que si ef sistema inicial tiene solucion,
entonces, en nucstras condiciones los tres nimeros a, f y y se diferencian de
cero. En efecto, supongamos, por ejemplo, que a=0. Enfonces Py=ixy2?=0.
Sumando la primera ecuacién del sistema (2) con la segunda y la fercera, obfe-
nemos:

ﬂg=ﬁ‘ b%='\,9

de donde a%%=0, lo gue contradice a fa condicién del problema. Asi pues,
afy # 0. Por esta razén, el sistema (2) coincide exactamente con el sistema (2)
del problema anierior. Por consiguiente, este sistema tiene dos solucicnes:

Vil Y,V o

9] =Tu i 1= @ X
x2=:,K:‘£‘_‘hL‘ ye=;—_@. ===—_*—,§‘-§*‘1- n

Es ficil de comprobar que estos dos conjuntos de nimeros satisfacen tamhbién
al sistema inicial. De este mode, las soluciones (3) y (4) conliencn todas las

sojuciones del sistema.

i llagamos
xyxzdyz=1=5. 4)]

Entonces, el sistema se puede escriblr en la forma

y:+zs=ga;a‘
28 4 xB=2f°, } {2)
3 oy = o8,
Sumando todas las ccuaciones de este sistema, hallaremos que
S typpi=tattto)ih 3)
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Restando consecutivamente de esta ecuacidn las ecuaciones del sistema (2),
obtenemes:

B=(btec—a) i3, y=(Fta—-0{, DP=t+b—c)"
De donde
x=)/bFe—at, y=3/cFa—=b4, 2=} atb—c, {4
Colocando estas expresioncs en la ecuacién (1), hallaremos que, o ¢; =%, o bien
.f,=$/{b+c--a) cfa—bp+ 3/(.5+r:—a] @Fb—a+y/ cta—~ba+v—a

Colocando estos valores de f en las idrmulas {4), haliaremos dos soluciones del
sistemna inicial.

65. Hagamos
xty=u xtz=v, ytzr=w

Entonces, el sistema s¢ escribe de la manera siguiente:

u-t+o=auy,
o w=buw, )
v =cu. f

Es evidente, que el sistema (i} tiene la siguiente solucidn:

u=ﬁ‘ u=0, w-ﬂ. (2)

Prestemnos ademas atencion a que si =0, enlonces, de la primera ecuacidn de
(1) se desprende que v=0y de 1a fercera que w=0. Por esla razén, nos limi-
taremos a examinar los casos en que

uvw £ 0,
Del sistema (1} hallamos:
dtr=s,
Lyt
Ty

Este sistema liene ]a misma forma que el sisiema (6) en la resolucion del
problema 62. Empleando el mismo procedimiento, obtenemos:

! adb—c

i

1 a=b4c¢

<~ g @)
| —atbc

w2

De aqui se desprende que el sistema (1) puede tener una solucion distinta de la
solucién (2) solamente con una condicién complementaria, a saber:

atb—c=a#0, a—b4c=p£0, )
—atbte=y 0.
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Si se cumple la condicién (4), entonces, de las [6rmulas (3) deducimos que
et u= : w= 2 5)
P 1 'E. ? .

Para concluir la resolucion del problema nus queda resolver dos sistemas:

R l
xby=0, =
x-j-2=20, 16) Xor z=32—, (7
y-+z=0, I
pre=d, |
A

El sistema (7) surge solamente al cumplir la condicién (4). Cada uno de estos
sistemnas tiene una sula solucion; la solucion del sistema (6) es:

X=U, y=0, z=0,

y el sistema (7) tiene la solucién

ey @

Asi pucs, el sislema inicial ficne solamente una solucion nula: x=g=z=0, y
si se cumple la condicién complementaria (4) tiene ofra solucién més que se
defermina por las formulas (8) y (4).

66, Por la furma de la segunds ecuacion deducimos que x #0, y 20y
2 #0. Reduciendo ¢l primer miembro de la segunda ccuacién a un comdn
denominador, en virtud de la tercera ccuacion, obtenemos:

xyz=21. (h
Multiplicande a continuacidn la tercera ccnacidn por z, tomando en consi-
deracién (1), tendremos:
0 +{x+y) 2=22
Colocando aqui x+g="9—2 de la primera ccuacién del sistema, obtendremos:
23 Q224 27727 =0,
o
(z—3P=0.

Por eso, z=3. Colocando este valor de z en la primera ccuacion y en (1),
hallaremos que x=3 ¢ y=3. Esto niltimo podia haber sido previsto, ya que
todas las incognitas entran en las ecuaciones del sistema siméiricamente. Asi
pues, si el sislema tiene solucién, ésta pucde ser finicamente la terna de niime-
s x=3, y=3 y z=3. Efectuanda la verificacion nos convencemos de que
oslos nimeros forman cfectivamente la solucion. Asi pues, ¢l sistema ticne la
solucion (y, ademds, Gnica):

=3, y=3, z2=3
67. Colocando x+-y de la primera ccuacién en la scgunda, obtendremos:
w+zla—2z)=d*
Introduciendo de aqus xy en la tercera ccuacién, tendremos:
Bm—azt a2 —a?=0.
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El primer miembro se descompone facilmente en factores:
{z—a) (x—ai) (z+4ai)=0.
De donde
5n=a, z,=0, y=—ai.
Colocando z=a en la primera y segunda ccuaciones, obtenemos el sistema;

x+y=0, }
Xy =a®.
De aqui, ¥= 4 ia, y=T ia, ademis, ¢s facil de comprobar que las dos ternas
de ndmeros (x, g, 2):
{ia, —ia, @) y {—ia, ia, &

satislacen al sistema inicial. De manera andloga hallamos dos pares més de
soluciones que corresponden a los valores de 2z, ¥ 2y

{a, —ia, ia), (—iq, a, ia), (ia, q, —ia}, f{a, ia, —ia).

De este modo, al sistema lo satisfacen las seis soluciones indicadas, que son las
{inicas que puede tener cl sistema.

Este mismo resuitado puede ser obtenido por una via mds corta si se presia
atencién en la relacién de las soluciones del sistema en cuestién con las raices
de la ecuacion citbica

B—ai? ot —a3=0. 0!
En efecto, de acuerdo con las formulas de Viete (véase (2), pag. 12} las tres
raices de la ecuacion (1)
[y=a, t,=ia, ty=~ia,

enumeradas en cualquier orden, forman la solucion del sistema en cuestion.
De este modo, tenemos ya seis (3!) soluciones. Demostremos que estas seis solu-
ciones son las tinicas que puede temer ol sistema. En cfeclo, supongamos que sean
(%, y1, 2,) cierta solucién del sistema. Examinemos la ccuacidn de tercer grado
(l —x5) (t —yy) (1 —21) =0, (2)
cuyas raices son los niimeros Xy, ¥y, 2. Abriendo los paréntesis ¢en la ecuacion (2)
vy haciendo uso de las igualdades

n+dit+a=a,

xh 2+ az =4,

Yz =a’,

nos darenos cuenta de que las ecuaciones (2) y (1} coinciden. Por consiguiente,
¥, Yy v 2, son las raices de la ecuacién (I), lo que se cxigia demostrar, Csta
observacion podia haber sido empleada al resolver el problema anierior

68. Colocando x de la primera ecuacién en la segunda, oblenemos:
3yt 422 =0. (n

En virtud de la tercera ccuacion, de aqui se desprende que
3yt —xy=0. 2
vor eso, 0 y=0, o bien x=3y.
En el primer caso (g=0), de acwerdo con (1), z=0, y, en virtud de la
primera ecuacion del sistema, x=0.

En el segundo caso, colocando x de la igualdad x=23y en la segunda ecus.
cién del sistema, obtenemos:

2 4 4yz=0. (3)
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Si ahora y="0, obtencmos el primer caso ya cxaminado. Pero, sl y=— 2z, en-
tonces, de la condicién (1) se deduce que =0y, por consiguicnte, y=0 y x=0.
La confirmacién queda demostrada,

69, De la idenlidad

(c4p+ 2 =x 4+ + 22+ 2 (w4 22+ y2), (m
en virtud de la primera y segunda ecuaciones del sistema, obtenemos
xy+xz-+yz=0. (2)

Examinemos a conlinuacion |a identidad que se obticne ai elevar el frinomio
al cubo:

(x4 i+ 2)% = a8 = 3 4 2% JxPy - Bx*z 4 Bxy® + Gxyz 4 3x2® 4 ByPz -3y, (3)
El segundo micmbro de esta identidad se puede presentar en la forma siguiente:
884y 4 224 3x {xy + X2+ g2) - 3y (xy+ yz+ x2)+-32% (x4 ).

Por consiguiente, en virtud de las ecuaciones del sistema y de la igualdad (2),
de la identidad (3} se desprende que
32% (x+ ) =0. 4
En relacion con esto, examinemos dos casos:
1) Si 2=0, entonces, de acuerdo con (2), xy=0. Tenmicndo en cuenta,
a continuacién, la primera ecuacién del sistema, obtenemos dos conjuntos de
valores:
n=a, 5,="=0, z;=0, 5)
,\:,=l:,l'I =0, z,.—_o‘ (6)
En este caso, es [acil de ver que fas iormulas (5) y (6) determinan dos solucioncs
del sistema inicial.
2) Si x+y=0, entonces, de la condicidn (2) ohtenemos de nuevo xy=0,
y por consiguiente, x=0, y=0. De la primera ccuacién del sistema sc deduce
que z=a y obtenemos una solucién més del sislema inicial:

¥y =0, 'R =0, y=0. {7}

Asi pues, con la condicidn de que @ £ 0 el sistema tien - {res soluciones distintas
y en el caso en que sea a=0 ¢l sistema tendrd una sola solucién nula

70. Examinemos la identidad
(x4 g4 2)7 = 28+ y? L 25+ 3uPy + BxPz 4 3ay? 4 bayz + Sx2® -+ 3ytz 4 3y (1)
Transformamos ¢l segundo miembro de esta idenfidad a la forma
By 234 3x (ry + xz+ y2)+ 3y (v + w2+ y2) + 32 (xy -+ x2+ yz) — 3xyz.
De aqui se desprende que la identidad (1) se puede escribir asi:
(-t g+ 2P =+ 2+ 2243 (x+ y + 2) (xy+ xz2+ yz) —3xyz. (2)
De la relacién (2) se ve que para determinar la sima x%4-y%-- 2% es sufi-

ciente expresar del sistema inicial xy+xz4-yz y xyz.
Elevando la primera ecuacién al cuadrado y restindole la segunda, obtenemos

I 5
xy+xz+yz=?{a=—b*|. 3)
A continnacién, wscribamas Ia tercera ecuacién del sistema en ie forma
xye =c¢ (xy + X2+ yz). 4)
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Teniendo en cuenta (3) v (4), de la identidad (2) Liallamos definitivamente:
K] 3 3 ;
B e At ok & =-a*--'?a (@ — ) T (@* = %) =a'+ 5 (a® — ) lc—a)

71. Abriendo los paréntesis, escribamos {a segunda ccuacién en la forma

g2 4 ey £ 3z 3pz=1,
o bien
(x+ytz? b xy-+xztypz=1.

De aqui, haciendo uso de la primera ecuarin del sistema, obienemos:
xy+xzt+yz=--3. (1)
Presentemos la tercera ecuacion del sistemna en la lorma
t{xy-Fx2)+y(ye + s+ zlez+yzy=—6
Entonces, lainando en consideracion a (1), tendremos

¥ (34 g2}ty {3 +x0) 42 (34 xy) =86,

o bien
ty42+4xyz=2,
es decir,
xyz =0.

Recibimos el siguiente sistema:

+y+2z=2,

xy+rzfyz=—3, {2)
xyz =10

De la altima ccuacién de este sistema se desprende que, por lo menos, una
de las incégnilas es igual & ccro. Sea que x=0; entonces,

y4+2=2 yr==07,

de donde, o y=3, z=—1, 0 y=—1, 2=3. De forma aniloga se estudian los
casos en que y=0y 2=0. De esta manera recibimos seis soluciones (x, y, 2)
del sistema (2):

©,3 —h —L0o3 0 -3,

(¢ -0, @0 =0 (130

Es tacil de comprobar que todos estos conjunios de nimeros satisfacen también
al sistema inicial. Asi pues, el problema tiene scis soluciones

72. Abriendo los paréntesis en las tres ecuaciones notaremos que si a la suma
de las dos primeras ccuaciones le restamos la tercera. tendremos la ecuacion

(x—y+2=a—b+ec (n

Procediendo anélogamente, hallaremos:
(x+y—2P =a-+b—e, (@
(y-tz—xpt=btc—a. 3)

No es dificil convencerse de gue lambién, al contrarie, el sistema inicial es re
sullado del sistema de ecuaciones (1) {2) y (3). En efecto, sumando, por ¢jemplo,
las ecuaciones (2) y {3), obtendrenmos la segunda ecuacion del sistema inicial, ete
Asi pues el sistema inicial y c] obtenido son equivalentes, Por esta razém, o5
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suficiente hallar todas las soluciones del sistema de ecuaciones (1), (2) v (3).
Supongamos, para simplificar el problema, que

Vite—a=a, Va—bti=bt y Vatb—rc=q.

Entonces, el sistema de ccuaciones (1), (2), (3) es equivalente a los acho sistemas
de primer grado siguicntes:
I—ytz=1b,
rty—z=1a, (4}
~Xty-b2=L .
Eligiendo en todos los segundos miembros el signo maés, hallaremos facil-
menfe la siguiente solucién Gnica del sistema correspundiente:

Aata

a1+ b 4 a
T fj=—"""2 ’ Z=—~"-—2 :

Realizandn todas las posibles combinaciones con los signos cn los segundos
miembres, hallarcmos siete soluciones mas:

(—"Jl-}-ﬁ a 40 '—brf-al)(bl"—fl a4 —6 b1+01)

'R B 2 2 2
4o —aqt+a bh—a\—bhi—q o—a —bh+a
P " ] " 9 2 * Z ! 2 i
—b!"i"‘-"l —a; 6 —f};—'-ﬂt ) bl—f] e e | h:"‘"al
B g W S wog A A
(—b._ —& —a—q —h—a
2 ! 2 2 2 )

Es evidente, que con las ocho soluciones indicadas se agotan todas las scluciones
del sistema,

73. Escribamos la tercera ecuacidn del sistema en la forma

24 xy—z (x4 y)=12. (23]
Colocando aqui el valor de 2% de la scgunda ecuacién y el de z(x+yg) de la

primera, obtendremos:

B yptay—4T+y=2, o {(x+4+yF=49
D aqui

xty=+T V)]
Sumemos, a continuacion, la segunda ccuacién con la primera, ambos miembros
de la cual los multiplicamos previamente por 2. Como resuliado obiendremos:
x4+ +22 (x+yh=94+2° @)

Examinemos ahera dos casos,

1) Supengamos al principio que en la férmula (2) se ha elegido ¢l signo mas,
Colocando entonces en (3) x4y de la ccuacidn x-by=17, oblenemos que
72— |4z+ 456=0. Dusignando fas raices de esta ecuacién con P y 2V, hallare-

mos que 23 =9 y 29 —=5. Siendo z=9, de la ecuacion (1} se desprende que
xy=—16. Resolviendo esta ecuacion junto con x4-y=7, hallaremos:

w THYIB o 7-VI3
By B 1 S——

]
w_—¥113 oy _ T Vi3
STy B ET
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§i z=>5, entonces, de la ecuacién (1) se desprende que xy=12. Resolviendo
el sistema
xy=12, l

xty=7, |

obtenemos que xiV =4, yi' =3 y xi!'=3, ¢’ =4
2) En el caso de que sea x--y=—7, procediendo anélogamente, obtendremns

la ecuacion 28 142+ 45=0. Sus rajces son 2} = —9, z:” =—5. Resolvieudo, a
continuacion, sucesivamente Jos dos sistemas de ecusclones
xy=— 16,
} {1}
rty=—7T
¥
=12,
4 } )
xt+y=—T,

del sisterna (4) hallaremos que

thg—?‘-" “3 ("2\="'?+ V-m

xn 3 .
@ _—714 V113 o —T— V113
W mErmp——, Uy g

y del sistema (5)
i, (Wl

¥

) (2
ono==3, iy =—4

De nuestros razonamientos se deduce que sdlo pueden ser soluciones del
sistema inicial los siguientes ocho ternos de mimeros (x, y, 2):

(7+V_ua‘ 7—V 113 g) (7_1/_1:3 7+ 1113 U)
2 " L] L] i Al A

2 B 2
Ve —
@, 3. 5. @ 4, 5). (—?—; IE] a7+2i"n.;_ _g)‘
(_H-gl/ s _7—21/ 13 _9>’ PR T

Mediante la verificacion nos convencemos de que todos estos ternos de nimeros
son soluciones dei sistema.

74. Supongamos que sea (x, y, 2) la solucién real del sistema. Examinuviing
ta primera ecuacién del sistema. En virtud de la desigualdad (1) pag. 22 tene-
Mos:

2z <l
14-2*
Entonces, de la primera ccuacion se desprende que
X 2. (I

Anilogamente, de la segunda y tercera ecuaciones del sistems oblenemos que
y=rx, 2)
=i 3)
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El sistema de desigualdades (1)—43) se safisface solamente en el case «n qne
X=y=7 )
Colocandu z= 1 en la primera echacion, hallames que
sp=U ;=1L
Dc—({_-il ||,;||_.'|(|1|1,'-1$ denmitivamente que o sistema tiene dos soluclones reales (0,
0,0yl L 1Y

5. SUpOIEdes qUe sean Xy, X, --., ¥y o8 soluciones reales del sistema
Los mimeros xp tk==1, .., #), por lo visio, deberdn ser de un mismo signo.
Supongamns pata mayer cetteza, que todos gy > 0 (en caso contrariv podtinmes
cambiar ¢l signe en fodas las ccuaciones del sistemal,

Demastremas i

e V2 =12, ... 1) i)
Fo etecta, en virfud de la desiguaidad (1} pag. 22

2._\ ¢ / 2__1' )
Xk+}—k._-_32 1 xk';;-—z 'f D

En virtud de las reunciones del sistema, de aqui se desprende la desigualdad 1)
Sumando ahora fodas las ecuaciones del sislema, obtenemos:

9 2 2 )
1:+x-.-+~-+~Vu—x—l'+x—2+'--+;;. i2)

Con la candicun (1), la ignaldad aqui es posible solamente en el caso cunnda
todas las Incognitus son iguales a ¥ 2. Puesto que es {dcil de comprobar que
el conjunto de numerus x; =X, =... =X,= } 2 satisface al sistema inicial,
entonces, el sistema tiene solucion positiva y, ademas, solamente una, Cambiando
lus signos en los valores de fas incdgnitas, obiendremos una solucidén real mas

e
X =mXy=.,.=ig=— ¥ 2
Asi pucs, cop estas dos soluciones se agotan todas las soluciones reales

76. Sean x, 4, z las soluciones del sistema. Expresando x por su valer de
la primera ccuacion y colecdndolo en la segunda y tercera, hallaremos.

(a—b) 4 (c— by y+ (d—h) z==0,
fa® -+ b8) f (2 — b g 1t — b7y 2 =0
De aqui, por medio de cdmputos simples, hallamns:

— {a—f) (a—d) ke jg—bhia—r)
T T e=he—=d) T d—bid—n’

Colocando lus valores hallados de y y z en ia primera igualdad, obtenemos:

ta -eifa-di
D I s

h—apin- 17
Por wnsiguicnle, :
fa—itia  oF lu—dJdit

“ [
(h—cit e —i)t ul—by*

1z

77. Si @ + 0, enlupos x=q no ¢s unaraiz de laecuaclén Dividiendn amhns

micmbros de Li conacon por B/ (@ —x)3, la sustiiuimos por la sigliente ceuacion
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zquivalente:

i / i
Haciendo { = 34X Jallarcinos quet,; =4, t,==1 Dec anui r,.—iﬁ_:’.n_, t,=0.
a—x I

§i a=0, entonces, la ccuacidn inicial tiene una sola raiz x -
78. Por sustifucién nos eonvencemos de que x=1 1o ¢s und ruz Par sy,

Vs

después de dividir ambos miembros de la ecuacion pur ?/ {l—x1* st pase a
una ecuacion equivalente:

/ (1+x mTEx

} I—x T—x

m 11« 13

Designando ‘l/iif por #, obtendremos la ecuacién (3 —| =7 rff—f—1-—0
(e aqui fl.._i)l— y tz=l_.::'—5- Puesto que el segumdy valor es nugntivi,

cntonces, en virtud del acnerds aceptado sobre las raices, cuande el expuonente m
es par debemos amitir t,. De este mado, en el casn cuands »i vs par, tenumos

’i l-l-xﬂ__%ﬁ_ |+x=(!+}: 5)

1—x l—x 2

v, por consiguienic,

79. Hagames I sustitucién } 2y —h={2==0. Como resultad: oblendremos
Vit 2t +1+ VL6 0=
De aqui é4+14£4-3=14 y {=5. Resolviendo la ccuariin
V3y—5=5,

hallames que y=135.

80. Multiplicando ambos miembros de la ecuacién por 1 ¥+ ) x. obten-
dremos

x— VX*—-&': [f;. 1

L
)

Puesto que x > 0 (siendo x=0 el segundo miembro de la ccuacidn inicial pierde
el sentide}, entonces, la ecuacion {1) es equivalente 2 la ecuacion

2F i—1=2Vi—L
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Elevando ambos miembros al cuadrado nos convencemos de que esta ecuacién

tienc una scla raiz x= que satisface también a la ccuacion inicial.

5
I_ﬁ:

81. Multiplicando ambos miembros de la wecwacién por ¥ x-+ 1, hacemos
x*+8x=1¢. Tnlonces, ebtendremos la ecuacién

Vit Viti=1

Csta ccuacidn ticne una sola raiz { =9. Resolviendo a conlinuacidn la ecuacion
x4 Rx—9=0, hallaremes que 2, =—19, x,=1. En virtud de ia condicion adop-
{ada respeeti o Ins valeres de las raices, la ccuacién inicial gqueda salisfccha
solamenle stende ¥ ==1.

82. Elevandu ambos mivinbros de la ecuacién al cubo, obtendremos.

B Wi g T o e
=143V 61 YV xh 143V 5=1 /(e Ot 2+ 1 =205

De anui

2wy 3V =1 (Va1 Y x+1) =20 o
v ¢n razon de la ecuacién inicial
w3y —txy 2=20. ©

Despues de sunples transformaciones obfenemos.
3/ a4 I T
X Vx' | [3 V 22 /Ix*— ||‘|=0.
De mgui hallamas todos los niimeros gue pueden servir deraices de la ecuacion

inicial. Tenewios dircctamente:
n=0 x=1, x=—1.
Resolviends a continuacién la ecuacidn
3.t g
3/ 2=2¢ 1P,
hallaremos.

P
27=14{x*—1)?, (x‘—-l)‘:%z. x“-_-l;l;i];—g.

Puesto que se huscan solamente las rajces reales entonces, por consiguiente,
3373
2

De agui x, = ]/-I 3__},;'7'_5' Xp=— ],/|+¥ v

Es facil comprobar, por medio de la sustitucién, que x,, x, y %, son raices
de la ccuacién inicial. La verificacién directa de los valores de x, y g causa
crerlas diheultades. Por eso, procedemos de la siguiente manera,

=14

Iagamos
a=V/5=b b=V 5+l
¥
o=V,
y demostremos que
a+b=c. (3)

152



Puesto que x, satisface a la ecuacion (2), tendremos que
a' + Babc+- b0 =", 4
y deberemos demostrar que de {4) sc desprende (3). Nofemos que si en la ccua-
cién (4), en vez de ¢ ponemos a-+4&, obtendremos una identulad, Purconsiguicn-
te, por el teorema de Bezm, el polinonuo % —3ube—a?—1? examinada res-
pecto a ¢ es miltiplo dcl binomio c—{a+b). Efectuando la drewsion tendremos
que
o —3abe—aS— b3 =[c—(at+Hl {tE+claLb)+a*- ab | b*} 15)
En virtud de {4), el scgundo micmbro de (3} es igual a cers, sin embargo, es
fécil de ver que @ >0, b> 0, ¢ > 0, y por lo fanto, la expresion cntre flaves

es positiva. Asl pues, 12 igualdad 3) queda demostrada In anafoga forma se
establece que x; es fambién una raiz de la ecuacion inivial

g3. Pasando ¥ x al primer miembro y elevando ambos niembros de la ecua-
clén al cuadrado, oblenemos que
Ve ¥VxZda+t [b=x—2a.
Elevando, a continuacion, ambos miembros de esta ecoavion al cuadrado halla-
o* - . ; : S
remos gue ¥=-y ¢s la Oniva rafz posible de la ccuncisn  Colocdndola en la

ecuacion oblenemos que

Vi _ibatmd=2 VY a?—8u+ 16— } a5
o, en virlud de gue los radicales son positivos,
la—8]=2]a—4|~|al (1)

Siendo a8 la igualdad (1) se cumple. Por consiguiente, con vsia condicion,
la raiz de la ccuacién inicial es x=a;. Siendo 4<Ca < 8, la vondicién (1) no
se cumple, puesto que

8—ua#2{a—4)—a
Sicnde O<Ca < 4, la condicién (1) adquiere la forma

8—a=2{4—a)—a
frse cumple solamente siendo a=0. Por fin, siendo a < 0 ia condicién (1) se

ansforma en el identidad 8—a=2(4—a)4a. Por consiguiente, para =8
y a=:0 la ccuacion licne la Gnice raiz
at

Ee=—

Para 0 < @ < 8 la ecnacidn no liene raices.

84, Elevemos ambos miembros de 12 primera ecuacién al cuadrado y colo-
quemos en la ecuacién oblenida x+.4% de la segunda ccuazién Como resultada
fendremos:

Ayt ]/—%-+64xy+256 s

Elevande de nuevo ambos miiembros de la ecuacion al cuadradn, obtendremos
una ecuacién cuadrada respecto a {=xy'

650t% — 85 +- 2 =0,
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¥yt tday= 5
. (2)

- 1 2
Resalviende (ste ccvacion hallaremos que :‘1=|--, !9=ﬁ. Ahora, exannnemos
P 2

A -

dos sistemas do cenaciones:
-t dey ==
4

W=,
=1
Por o wista, fodas las soluciones del sistema inicial entran c¢n las sclucioncs

t..—-

!

)

Ve

3
Vs Y
2 o 2

65

L
de estos sistemas ]
Resclviendn ¢l sistema {1} hallamos:
1 ]
b P e R ),
(v g = — 2ey 5
Pur Lonsiguicnle. ¢4+ y==U, y obtenemous dus soluciones del sistema (1)
i v 1 4 ; i
Xy T —— e el T — m— Hy = ——
B T T U T AT AT
Teanstormanda la primera ecuacion del sistema (2} a fa forma (x--i-y}azg-)s
3
@"

eudir ultinm se peduce o lns dos sistemas siguienles:
x-l y

Xy = —

-
bR
El sistema {27 tiene dos saluciones
ry= _;2_. v Ha !—- N=—rF—= . W —2--
¥ 65 ¥V @5 ¥ 65 ¥ 65
El sislema {27 también liene dos soluciones,
R e Bs e
= W= Vs : Xgw }‘:Iﬁﬁ' = Vﬁ_5

X =—
F 63

;] —
Como ¢s lacl de comprobar, solamente los conjuntos de numeros primero,
segundo, tercero y sexto satisfacen al sistema inicial Por lo tanto, el sistema

Inicial tiene séla cuatru soluciones
Y =u Y T=v

85 aganis
Eulunces, ¢l sistema dade se escribe en la forma siguiente:
E kil ? gy 4
ut g = (s — ur),
H—v=4ud

eclacidn a la forma
.

[

o

Transiormemos la privier;
(= )% -k By ——

yo= |8

Resolviendn esta oltima ecuacidn junic con la segunda ecuacién del sistema

Do aqui
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hallaremes que g ~ 6, ¢y =3; 4y =3, y=—208 Volvicmle al asterna  imeral
ubtendremos sus dos seluciones

X =216, g — 27, H=-=01, ;= -"_lh

i TR 4
86. Por media de la sostitucion 1 5 ={ =0 transiermenos [ privacra

couazion a la forma
2. 3 —=2=0,

De aqui sc desprende que {= 3 { emitimas I8 scgupda rne | Reselviendn

3

el sistema
1 & oy }
Y H
x-txy4y=9. I
hallaremos sus dos selucinnes:

x‘lﬂ‘i, yl-'-'l', .\'2=-——9, Wa — T

que son también las soluciones del sistema inicial. Ast pues, ol sistema jncial
ticne dos soluciones.

87. Hagamos
.v'fyi ]
]/' T = 0,
==y

Entonces, la primera ecuacion adquiere la forna
23 +2=0,

de donde £y=1, £,=2.
Examinemos ahera dos sistemnas de ecuaciones:

g+l =, ] ol g, ]
X—y 8] A—y i2)
xd-xydy=7, X |-sgdy -7 [

El sisterna (1) fiene dos seluciunes
(=5 =3, 3, h

El sistema {2) ticne también dos soluciones:
/TR g
_ 160 —5 i -
(Vm-4. L_E__) (—FIU—L =t

Por consiguicnte, el sistema inicial fiene cuatro solucuines

88, Tomando cn consideracion que
Sty ]
x—y |x—y]

y multiplicande la primera ecuacién por t—y, oblendremos

VE=g,

Wy — F AR —y—12=0 siendo x—y > 0
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Myt P —y#—12=0 siendoe x—ygy < 0.
De aqui
(+ VF—h=4 (VP —y5,=—3
Cn refacién con csto examincinos dos sistemas de ecuaciones:
x—y= 16, . B-y?=9, |
:'9215. } a3 ,:r=la, } Y
El sistema (1) ticoe dos soluciones reales:
n=5, =3 x=—95 p=-3
Ll sistema (2) tiepe tambien dos soluciones reales.
x=] 9+l‘lBl y“ﬁl’; I‘QHQI 9_'
__ 1/'9+ Vol __ 1,/'}'"@_9_
2 2

Sin embargo, no cs dificil eomprobar que solo dos de los pares de mlmeros
hallados satislacen al sistema inicial, a saber

6 3, (_ ]_V_g?ziﬂ i ﬂw—l_‘i?_;ﬁ )
Asi puss, el sisteria imcial tiene dos solucivmes reales
89. Hagamos
VeE—12y+1=t
Entonces, la prumera ccuacion se puede eseribir en la forma

281 4+ 16=0.
De aqui {; ,=4 y obienemos
d ¥ 12y=15 i)

Nutando en adelante que y # 0, multipliquemos Ja segunda ccuacion por 2—:,

come restlfado adquirra la furma
&) -2 @V 5 (1 5=

1
X 7 4x

M ot «
2y ]’ ]+3y ’ @

(1 aqui

Despues de clevarla al cuadrado obtenemes la ecuacion
s
3 —‘-) —mli‘-l*u-—o
LY

the la gue hallamos que

El segundo valor, pur lo viste, no satistace a Ia ecuacién (2), pur le tanto,
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podemos limitarnes al exarmen del sistema

¥ — 12y =15,
L
Y
Este sistema tiene dos soluciones L.'s. 5 | -3, ——2-], que, comao es facil
i ik g

de comprabar, satisfacen también al sistema inicial,

90. Liberando la primera ceuacién de la irracionalidad en los denomina-
dores, obtendremos:

de2—2y% 17
T

De aqui
x ] x 5
(B ()t
Hagamos en la segunda ecuacién
Vi¥trmw+i=t, (1)
después de lo cual se puede escribir en la forma siguienie:
1241 —56=10.

De aqui ¢, =7, {,=—8. Ya que en (i) 1220, omitimos la segunda raiz. Como
resuliado oblenemus los dos sistemas de ecuaciones siguientes:

X=—y,
77 @
2t xy—45=0;
x: —E
Y 3)

x? {uxy—45==0.

Las soluciones del sistema (2} son: (5, 4), (—5, —4). Las del gistema (3) som:
(5, —12), (--15, 12). Las cuatro soluciones satisfaccn también al sistema
inicial.

81. Expresando x por su valor de la segunda ecuacion y colocandelo en
la primera, obtendremos

Haciendo aqui V =¢ =0, obtenemos la ecuacion

1443/ —18=0,
De aqul
41 =3, fh=—56

Puesto que segin la condicidn ¢ no esnegativa, tenemos salaniente una ecuacién
Oyt —dy—28=0.
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Rusolviends vsla ecuacien qunto con la segnnda ecuacidn del sistema incial,
Dalliaremos sus dus solicones

PO R TR _:1—5—;-
82 Hapanoe
bty ple=1220
Cofopees, La proe ra ecnacin s:oescribire v la lornna
(-8 060
Do oagin {=4 y lincmos.
- by—15 0 (1}

Sy alora laesms on b seginda ceuacitin xdy=u v sc toma en consideracivn (1),
chicndromus Ta conacion
""u" —-2'“1: i 1'3 230—:-'0,

245

Bt ‘-_l

do dade wy

Qb neos o sistiras d: ecuavianes

B—tp— lo=0, |

3
rty=54, |

L2
=
=]

=

Chiminands ey ob sistewa (2) 2%, oblendremos la ccuacidn
2yt 4 by — 180,
- | ) ;
de donde gy =2, g;ze—-4-_2-. La segunda raiz s¢ omite, puesio que, en virtul

de 1a ecuacion viy=—>354, cunduce a valores de x irrcales. Por consiguicite, €l
sistema (2) tiene dos solucienes reales:

w=VT, p=% x,=—F7, =2
El sistema {3} se roluce 2 la ecuacidn
D4y - 135y 4+ 2454-0,
que-l ne tiene soluciones reales  Asi pues, ol sistema nicial tiene dos solucirmes
reales

£3. Hagamos

I-'! =u=0 ",N - ]
Entonces ¢ sistema se eserthira de la siguienle mameras
p 5 L
et —vo=m, | @
[ ] TP 1] l
El sisterna (21 tiene la solucion evidente
=0, u: O {3)

Consideranidn 4 cintimuacién que @ = 0 y, por consiguiente, fen virtud de las
cotirlones) @ = O, multeplicanda lus prieros ¥y segundos mictubros de las
veuacioivs {24 enlre s1, chiemdremos
K]
W—=t= =, (_]J

2
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Multipliguemos a centinuacion la primera ecuacion del sistema (2) por v ¥
la segunda por u y sumémoslas, comn resiltado obtendremos.

wt— it it = é uir.
En vittud de (4) tenemos:

4{up) —Tww4-3=0 b}
De squi

wv), =1, (uly= i

3
Examinemos ahora dos sistermas de ccuaciones:
4

ul’.l=l, o LT 2 —— '| 0
; 1) A : it
20 u=23v, } :

) i it |

Es evidenic que toda solucion del sisterma (2) difercnte de fa 131, se vncontrarg
entre las soluciones de estos sistemas,

Multiplicando la segunda ccuacion del sistema (5) pur w, en virtd de la
primers eciacion, hallaremos que 04 =2, de aqui, lomando en constderacian (1),
obtenemns:

= 3
= i‘,’fz 5 U= V;}

Analogaments hallamos la selucion del sistema (7) que satistace la condleidn {1y

vE o
g = BETE

-

Es fécil de comprobar que las dos soluciones salisfacen lamhicn al sistema (23
Asi pues, cf sistema inicial tiene tres solucioncs:

©, 0) (VZ _VI."_‘J (E."T‘]_I _Eﬁ_]

94, Elevande ambos micmbros de la primera ccuacién al cuadrado, ubten-
dremos:

I 4
V’X?,_yzzxm%_ H}

En virtud de la segunda veuacion tenemos:

r——— 3a*
e .

Elevande ahora ambos miembros de ta segunda ccuacion el sistewma mcial b
cuadrado, obtendremos:

AT R R

Vg Ver—y =g

De ayui, en virtud de (1) y (2)

: 2 ” 3
Abriendo los paréntesis, hallaremos que x=?a A continuacinn, de la ecua

cion (1) hallaremos Taciimente dos valores de i

th = u? } %; ypom ot | %
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Por medin de la comprobacion descubrimos que el sisterna inicial tiene sdlo

[ -
umd soluctédn (-31 a?, a* V' %)

95. Hagamos
Vi=u=0 y V§=v>0. m
Entonces, el sistema adquiere la forma

ud—v¥=qa (u—v), }

ut - utt =02,

[ste sisterna se descompone evidentemente en dos sistemas:

u—uv=0, -
ut 1t 4o = B2, } @ v

w4t =a, }

ud Futt e =08, @

Resalviendo el sistema (2°) hallamos que 3uf=0%, de donde, teniendo en cuenta

{1}, vbiencmos:
Vi /o Vo2
Y=gy (T g 3)

Pasande al sistema {27), transformemos ambas ccuaciones de la forma sigutente:
“3 +U‘=a—w, (uz _|_ USF -=b2+u*v‘.

De aqui hallamos uv y uw?-fo%

a*—i?

“9q

a2+b‘1
5

No es dificil demostrar que el sisterna de ecuaciones (4) es cquivalente al siste-
ma (2%). De las ccuaciones (4) obtenenmios:

Uy =

)

utdvi=

. dat—bt
(e =""", .
(u—v)szabﬁ_ﬂﬂ )
2a

Prestemos atencion a que ¢l segundo muembro de a primera ecuacién del sis-
tema (4), en virtud de (1), deberd ser positive; también deberd ser positivo el
segundo nuembro de i segunda ecuacion det sistema (5). De este modv, debe-
remos suponer curnplida la condicion

3% =0t 2= 1R, 6)
cn caso contrariz el sistema (3), y junte con ¢l también el sistema (2°), no

fiene soluciones gue satisfagan la condicion (1).
Resolviendo el sistema (5), obtenemos:

-rr'_ Jal —pt : ;3P —a®
U= 'I/ s == s ]; —o7




Como resultado fenemos:

! T T )
u=-§~(l_.- 52+ V 2

1 ( T .l/:sr:s—u'-‘ \

L= 2a %a )

Es facil de ver que, ¢n virtud de la condicion (6), los dos pares de valores
{n, v) no son negativos; en efecto, ya que a? = b2, cntonces 3a*—b° 2z 302 —a®

Asi pues, cuando se cumple |a condicién complementaria (U), el sistema
inicial tiene tres soluciones:

b

b

Xy = —, = 1
1 V3 i V‘E

1 GV _l/ Moo\
xng( ]/ 5w+ 2q ) :

1 RV LT T'
V=7 2a U
l( ]/ 32— 02 ]/3055—&* W
4 i 2a ) !

| BaE—bP ]/3:#_0.3 )*.
ys_T( 2a i b *

si se perfurba la condicién (6), sélo la primera de eilas.

]

Ay

I

3, Desigualdades algebraicas

¥6. Para que el trinomio cuadrado
a +bhx+x fa=0)

sea positive para todos los valores de x, es necesarty y suficiente que a >0 y

que el discriminante D del trinomio sea negative. Cn nuestro caso tenemos
as=rf—1 50 (n
D=4{r— 1 —4(r*—N=—8(r—1) <0 (2)
Las desigualdades (1) y (2) se cumplen simultdneamente cuando r > 1 Seia-
lemos ademas, que si r==1 el {rinomio examinado en ¢l problema es identr-

camente igual a 1.
Asi pues, todos los valures buscados de 7 se determinan por la desiguallad

r=1
97. Si hacemos
x
-+£'=“
¥y ox
T N .
y nalamas que 1+F=f: —92, entonces, la expresion dada se tramsiorma

tavtimenie en la forma
Jur—Bu+4. ()

S v e g tienen distintos signos, entonces, u < 0 y el trinemio (1) es positivo,
Si ¢ ¢ g sun de signos iguales. entonees, es Yicil ver que u =2,
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i

: : 2
Puesta que las raices del trinomie enadrada (1) son wguales a 5 7 2, para

w3 ? el trinores neoes aegativo. Asi pies, siendo w < 0 y 2322, el frincnio
ne ws negabive v, por do tanfo, la expresion il no es negativa para ciiles
quicta valares v 4 ¢ gy reales y nu iguales a coro.

98, Nudumos que x2- x-: 1 > 0 para todos los valores de x, puestu que el
discriminante del lnnomio cuadrado es igual @ —3 « 0 y el coeficrente de x*
¢s positive, [or osla razon, tenemos derecho a multiplicar ambas desigualdades
por el deamnnidur Como resultado cbtendremus

It 36 —3 < xp fax—2,

P ax—2 < Wt 2042,
o bhien

i @a—3x-k1 >0,

(et x+4> N0
La primera shoagnalidad es justa para todos lus valures de x solamente cuaido
el discrimpnante del ifrpomio cuadrade es wenor gue cero, es decir, cuando
ta- 3F—16 0 Por racon analoga la segunda desigualdad se cumple con la
woidicton de gue swa

{422 —Ii e 0

Rusolviendss compuntamente las dos desiguatdades @ —3)*—10 < U y @+ 2)* —
e 1§ < O respecto a a, ublenemos.

~4ca-3 <4 —lcax?

el a2t —Geca<l

De aqui tencmos delimitivanente yue —1 < a « 2,
09. En virtwl de la dusiguaidad (1) pag. 22 tenemos que

ad b3 2= 200, A4 dY 2= 23R
Sumandir estas designaldades obtenemos que

at | b ot - d 2= 2 (athE 4 c3dP) (h
De acucrde cun la desigualdad (3) pag. 22, haciendo u=a20* y o=c3d?, lene-
mos (ue

@ttt id? = 2 Va0 2)

Puestu e siompre ¥ ash%cid? 2= abed (el signn > para el caso cuando sea

ebad < 0), cntanes, confrontande (1) y (2) leganos a la demostracion de la
desigualdad propusda

00 Ll sisteing dado ¢s equivalente al siguicnte

lixtap4+2=1, oy xta
La designabilad
2@ x ot —1 =0
tiene la umica solucién respects a x solamente cuando el discrininante del
frinnmin es agual a cera:
il D —=2qa?-1) =0,
[ t|!:L.lr.
@ --2u—3=0;
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de agul

c'l|=--3. ﬂi=_|-
1t Si a=3, cntomces, x--de4+-4=0y x=-2, p=1
2y Cpands a=- 1, s« v =0, y=—1.

101 Escribamos ol sistena de desigualdades dado en la forma sigioente
1
e 77 [ x*—2x |,
e 2—|x—1]
Puesto que sicmpre |2 —2¢]zx0 y [x—1]220, cntnnees
_|7 << 2

I.os unicos niimeres entervs de g que satislacen a esta decigualdad san 00y 1.
Pur consiguiente, el sistema de desigualdades dade, examnade jara los valo.
res enlerns de x ¢ g, puede sircunjunto selamente para dos valores p=0e
y=1. Examinemos amhos casos.

Primer caso. 5i y=0, ¢l sistema de designaldades tom:a la Turma

| —2x| —L- |x—1] e 2

A la segunda de esfas desigualdades la salisfacen solamente los numerss ente-
ras: 0, 1 v 2. Por sustitugion es facil convencerse de que 0 % 2 satislacen tam-
bién a la primera desigualdad, pero 1 no la satisface. Asi pumes, para el caso
4= 0 se han haflado dos seluciones:

X = D. 'h =n, Xy =2, Ua =0

Segundo caso. Si =1, el sistema de designaldades inicial conduce al sis-
temna siguiente:
3
| =25 < i lx—1] < L.

A la segunda de cstas desigualdades la satisface el finfco mimery entera x=1,
que satisface tambien a la primera, Por consiguiente, ¢n oste ¢aso fenemns una
solucion mas del problemar x,=1, y,=1_ Asi pues, ¢l sistema d= desigualdades
sc satisface con tres pares de nameros enteros.

102. En la parte izquierda de ia desigualdad hay solamente n sumandos y,
ademas, los primeros n—1 sumandos son estriclamenle mayores que ¢l ditunoe.
Por eso

l 1 ! | !

103. Designemos 'a parte izquierda de la desigunldad a demnsirar por S,
Es facil ver que en wste caso

l I |
Sﬂ*‘“sﬂ=3m+4+3m -+—3+M+2--Fi_l
Reducicndo les quebrados a un com(n depominader, hallaremas:
2
{3m <R 2) (dm - 3) 13m |- 4) e
Asi pues, S, > S Puesto que

1 | !
Si=5+z+7> 1

Sm +17 srn
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Por lo tanta
S D Basy B >SS > 1

es decir, S, > 1, lo que se exigia demosirar.

104, Escribamos una serie de desigualdades evidentes:

oL 1
T TTY
boapd L L
ECA 7 -
LISV T B |
nt T(n—=1}n n—1 n

Sumande estas desigualdades miembro a miemibro, obtendremos:

I a-.1

| | 1
w g gl =T

lo que se exigia demosirar.

105, Cscribainos ambas partes de la desigualdad a demostrar en la forma
siguiente;
@t = (1en) [2+0n— )] [k la—R+ 1) 2e1),

n factores
nt=a.n ... 0
S e
n laclores
Demastremos que
(n—k+Nkz=n {1}
para nz=k= |, Cn efecto,
nk—k*4k—n=k(n—R)—(n—E) ={n—Fk) (h— 1) =0. V3
De este modo, ya hemos demostrado que
(a1 = nn. 3}

Nulemos que si el numero & es mayor que la unidad y menor que n, en la
férmula (1), como se deduce de (2), tiene lugar una desigualdad estricta, Esto,
par lo visto, trae consigo una desigualdad esiricla en la {6rmula (3). Para n > 2
este nlimero £ puede ser hallado. Por consiguicnie, cn cste caso, es justa la
desigualdad csfricta (n")? 3> n7,

106. Es ficil comprobar que para la construccién de un iridngulo con los
ladus @, by ¢, es necesario y suficienie que estos nlmeros @, b y ¢ satisfagan
a las tres desigiialdades signientes:

a5 b—c>0, j
a+e—b >0, (1)
b+e—an0.

Demostremas gue el cumplimiento simolidneo de cstas desigualdades es equiva-
lente al cumplimiento de la condicién puesta en el problema. Admitamus
{ue sea

K = pa*4- gb* — pgcs.
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Puesto que g=1—p, la expresion anterinr se puede eseribir en la formia
K=pat+{l —p) 2 —p (| —p)c*=c?p*+ (@@ —b*—c%) p1- 0%,
donde @, b y ¢ son conslanies y p puede fomar cualesquiera valores,

Asi pues, K representa un trinomio cuadrado con relacion a p. En el caso
general, segiin sea la magnitud de p, ¢l frinomio K puede tomar valores de
diferentes signos. La desigualdad indicada en ¢l problema cs equivalente a que
K > 0 para todos los valores de p. Para esto, como es conocids, es necesatio
y suficiente que el discriminanie del tnnimio

D = [a¥—b2— 72 —4h%*®

sea negative (hemos tomado en consideracién que e[ coeficiente de p* es 1gual
a ¢t > 0.

El discriminante puede ser presentado en la siguiente forma:
D= (a*— b2 — B —4b3" =

={a?— bt —ct—2hc) (a2 — D2 — 2} 20y = [at — (b - &)*] [@* —ih—c)¥|=

={a+bd-)la—b—c)la+b—c) ([@—b4-0)=
=—(a4+b+ o {at+b—0)(bfc—a) e +a—b)

Si el triangulo puede ser consiruide, entonces, las desiguaidades (1) se han
cumplido y, por consiguiente, D < 0. Con esto, en el sentido directo la confur-
macion queda demostrada,

En el sentido inverso, si D < 0, entonces,

@+b8—c) (b+c—a) c+a— > 0. 2)

Demostremos que de aqui se desprenden las tres desigualdades {1). En efecto,
supongamos que s6lo uno de los paréntesis de la parte izquierda de (2) es posi-
tivo v los dos restantes sop negativos, por ejemplo a4 b—c < 0 y b4-¢—a < 0.
Sumando estas desigualdades obtememos que 26 < 0, lo cual es imposible. De
cste modo, la confirmacién queda demostrada en sentido inverso.

107. Transformemos la parte izquierda de la desigualdad de la manera
sigujente:
4 (x+¢) (c+2) x (gt y+ )+ g2 =4 (P xy+xz2 g2y (B Hxy Jx2) -yt =
=4 (P xy- k2P 4 dyz (g 22} 922 = [2 (P 4xy o x2)
La expresion obtenida mo es negativa para cualesquiera x, ¥ y z reales, lo que
se exigia demostrar.

108. Designando la parle izquierda de la desigualdad por z, transforme-
mos z de la siguiente manera:
z=xt4 2yt 3yt 2x L byt d=(x4y+ P +2( 1P+ 1.
Si x e gy son reales, los dos primeros sumandos no son negativos y, por to
tanto, z=1.

109, Pucsto que x_.—_l_

4 :
7 y‘ entonces, la desigualdad a demostrar es vquy-

valente a la desigualdad
I L
2 ST
que se fransforma facilmente a la siguiente desigualdad evidente.
]DDy""—‘my--[ q =(10y—2}? EERVE
110. Ya que d > 0 y RZ=r » 0, entonces,
A2+ RE-r? -0 y 2R > 0.
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Por consiguiente ¢sta desigualdad es equivalente a la desigusldad

A Rt g 2R
Reducicndola a la lorma (d— R) << 7%, obtendremos |d—R|sr 0 —r <Sd -
— R=zr Por cunsiguicnte,

R—r=d= V+4r

111, Multiplicando  ambas  parles de la designaldad a  demostrar  por
a | 4z obfcmlremos una desigualdad cquivalente cuya parte izquierda es
igual a

W | 1 : b Pl B i e
m+o:mp;+7+7g=&+{%+;)+LT+T)+{?+§)=

il i

i1 YTV Vo YT e

112. Notenwe guc la desigualdad dada se reduce a cero cuando U=c¢, c=a
y i b Por sty razon, por el feorema de Bezu, sc divide sin restu por las
(iferennas u—6, a—c y d—c Disponiendo Tas sumandos segiin las potencias
decrecienter e oy dividienda enfre a—b, obtondromos:

at lb" —C‘gj R u? ot — 19y Wt i =
=(a—b)|a* (12 —c)+act (c—b) 4= be® (c— D).

Saquemns a continuacion de la expresion entre corchetes el factor (h—c¢) y di-
vidamos ¢l polinnmua e queda entre g—¢. Comn resyltado oblendremos.

@b (b = ) - b (F—at) 4 (3 {aP— DY) =—(b—a) [c—b} {c—a) |ac 4 be =+ ab)
Puesta que per la condicion a <b<e y @, by cson de un misme signo, la
expresion o la derecha es negativa,

113. Tenemos.
1—-2 m+ak=(]—"{ﬂ—k)230-
de donde
Idhapz=2 ¥ ap
Escribiende cstas desigualdades para k=1, 2, ... y mulliplicdndolas miembro
a miembra, oblendremus:
4-a)(04ay).. 0 4+a) =2 Va0, . ag=2"

114. Es suficiente examinar el casn cuando a y & son de un uiismo signo
(es dectr, son positives), puesto que en el caso contrario uno de estos nimeros
es mayor que | y la desigualdad es cvidente.
Tenemos:
a4 bt =(a+ ) —2ab=1-—2ab.

@b b == (| — 2abyt — 2t

Pero si a-Fb=1, enlonces, Usaba;-:—. puesln que

faotexy ¥
a< {5 ) -
(véase la formula (3) en la pag. 22).
Por consiguiente,
sty oo Ll
[I=*3) % "3
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115, Cxaminemos fres casos

I} x==0; entonees, s%— P k2—x L { >0, puests que los coatre prinicios
sumandos Ao son negativos,

2) 0 < x < 1o transformemos el palinomio a la lerma

B xR (== B (=B =i
Aqul, por lo visto, todos los sumandos san positivos, por consiinende, Lyl

¢l polinomic serd mayer que Cero;
3) x==1; escribamos el polinomio en la forma

B8 — Nt r(x—1) L+

Los dos primerns sumandos no son negalivos, por consigiuenle, tambien ¢n
este caso
WA pxd—x I >0
116. Tenemns:

Ot rtd—an =204+ @) - e+ i

y ¢l dltimo sumando de la suma entre paréntesis cs igual a x7 si n es par
vy anx=! si n es impar. Scgiin la condicidn, —1 < x < |, duv donde se des
prende gne (5¢) x2 <:{';_,,) para tudos los valores coteros de b Par eso,

(It 41— < A,
donde A, es ol valor del polinomio (1) pars =41, s decir, 4, = 2%
117. La desigualdad a demostrar s equivalente a la desigualdad
wlad+ai+ .. +ai) Fald+ i+ FxR) +
+ 4 (xy0) + Kads 1 v gd,) 20,
que ©s justa, puestn que la parte izquierda es fgual 2
(72, £ 20024 {ra, + 20500 . +ira, + 2%)°

118. La expresiun bajn la raiz cuadradd dehera ser =0, por eso,

! | :
"'"'2—%’(55:—; 11

Para los valores de x que salisiacen la condiciin tl1 v no sen yuales o vern,
s e !
V I—4x® < | Por usta razgon, si — ;Zag ¥ < 0, entonces, o desigualdad ndi

cada en el problema se cumpte, pursto yue su parle izquierda vs megaliva

SiO<x=7, entonces, hiberande ol pumerador de {a parte izquicrda de
la irracionalidad, nbtendremos
I—VT—3F 4yt 4x

X S 1—4x'2)x=| ¥ I—ar?

Es facil ver, que el numerador del yucbrado derecho, pata U< s

supera a 2 y el denominador es z= 1. Par eso,
i‘b{é )
X
Asi pues, la desigualdad propuesta es justa para los valires do © £ 0y yue sahs
facen la condicion (1. Siendo x=0y | x| :»% la parte {zpuerda de o dess
gualdad pierde el sentido.

147



119. Sea, park mayor cerfeza, x==y. Entonces, haciendo%:aél, obten-
dremos a sigutente igualdad equivalente:
Elevando ambas partes de (1) a la potencia mn, obtenemos la designaldad
(1 +am)" 2= (1 4 at)?.
Cs facil ver que csta desigualdad es justa, puesto que OssasSi y n=m.

120. Hagamus

xn=]/0+]":.ﬂ+ +V‘-;- )

n radicales

Es facil ver que x,= Vatin_y (n=2 3, ...), v por consiguiente,
xn=a-{-x,_;. Notemos a continuacién que x, > %y, pucsto que al pasar de
a—1 a n el altimo radical interior Va se sustituye por un nimero mayor

¥ a4 VE. En vista de esto, xh < a+Xn y, por comsiguiente, las magnitudes
que nos interesan satisfacen la desigualdad

¥—x—a < 0. (2)
Las raices del trinomio a la izquierda, son iguales a

=VTH o ﬂ;_t_ da

i) =
3 3

Ya que los nimeros x,, satisfacen la desigualdad (2), entonces, lodos ellos entran

en las raices x'! y ¥ (véase la pig. 23). Por consiguiente,

1+ V1+¥4a
2

lo que se exigia demostrar. Para a=1 tenemos que x;—= V'@ y la desigual-
dad (3) es evidente

Xy < {(n=2, 3, ...), i4)

121. Designemos la expresion con k signos radicales por xp:

4 2-1-1//2+...+ Vetr VZ=x

Observemns que X <. 2. En efecto, sustituyamos bajo el dltimo signo radical
interior 2 pnr 4 Como resultado, todas las rafces se extraerdn sucesivamente
y la parte izquerda resultard igual a 2. Por lo tanto, xx <2 De aqui, ¢n
parfwular, se desprunde gue el numerador y denominador de la parte izquierda
de ta desigualdad inicial son diferentes de cero.

Aprovechansdn a continuacién que

xp=¥ 24Xy

transformemos la parte izquierda de la designaldad inicial de la manera
siguiente:

2 Vg F2 Fae—t+2—2 I [

i Wiy ==t ¥ o242 0e2

. | |
Puesto que x, < 2, cnlunies, — 5

Xy A

2—vx

lo que se exigia demostrar.
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122, Como es conocido, para cualesquiera nlmeros reales a y & tiene lugar
la desigualdad
Co_atb?
|a-bl€=—-2—~—
Aprovechando a conlinuacién que el valor absoluto de la suma no es
mayor que Ja suma de los valores absolulos de los sumandos correspondientes,
obtenemos:

lay+abet oo dapbn | << [ @by |4 2abe |+ 2l | <

2 T 2 1 2 2
ar by | an b an -
é.l%_{_i—l?__éﬁ_“_.f.ﬂz_i:

{véase la {6rmula (1) en la pag. 22}

__cx§+a§+_..+a§+bf~+-b§—|—...-l-b,'} Lkl

- 2 5= L

lo que se exigia demostrar.

123. Si n=1, entonces, x;=1! y, por consiguiente, x; =1, asi que la con-
firmacién es justa. Supongamos gue es jusia para todaos los valores de m, donde
lemesn—1: demosiremos su validez para m=n. 5i todos los nimeros x,,
Xa» +--2 % SOn iguales a la unidad, entonces la confirmacién es justa. Pero si
aunque sea upo de estos niimeros supera a la unidad, entonces, en virtud de la
igualdad %%, ... X,=1 existird otro menor que la unidad. Supungamos que la
numeracion sea tal, que x, > I, x,—y < 1. De la suposicién de la induccion y
1a condicion

XyKge o s Xpua (Kpay¥yg)e=]
se desprende que
P Th S I S e Y
es decir,
F O ot SRR R R
Puestu yue (xy,— 13 (1—x,_,) »» 0, enlonces,

Xyt Xpoy—XpXy-1—1 >0
y por consiguiente,
xu—l"l'xri > xn—lxﬂ"i_l'
Asl pues,
DR 70 TP U PR P S N P 20 aETTE I MR B S A o e B

y la confirmacién queda demostrada.

4. Ecuaciones logaritmicas y exponenciales,
identidades y desigualdades

124, Como se ve de la ecuacion, ésta tiene sentide solamenfe paraa» 0,
a=1yb>0 {:i 1. Para |a resvlucién de la ecuacidn cupleamas la formula
de paso a logaritmos con otra base:

“loga
bloga= 71—~
g log b

(véase la formula (2) en la pdg. 27). Aqui ¢ es una base arbitraria (¢ > 0,
¢ = 1. 1.a eleccion de la base ¢ en este problema es indiferente, sdlo hace falta
reducir todos los logaritmos a una misma base. Se pucde, por ejemplo, tomar
como base comina a, por cuanto a >0y a7 |. Entonces o ecuacidn se
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transforma a la Torma
tlog x

alugx
s 3/ @

Hlug x,
QII_Igz lug x

Hog? 21— 2 2log x 2lug % =

o despucs de la simpliicacion
idlog 242 ¢log b) ®leg x=3 dlog? x,
De aqui, la primera solucon es:
dlyg =0, es dmir x=1

Lo segunda =olncion os
i ; —
g 3 = % (%o 24 2 8log b) S5 slog 26% =“log E/Zb‘_

es oo
= /55
.x—l,/zb

125 Pawemas 3 los fogarnitmes de hase 2, haciendo uso de la [ormuly 2),
pag 27, ublencmos
| 1 |
Mogx Flogx—4  Higr—06

Csta ecuacioh es equivalvule a la siguiente:

*log? x—5 *log x+6=0.
DBe agui
Glog =2 =4,

(*log )y =3, 1 =8.

126. Potenciando con relacion a la base 2, clbtenemos

Ox=14 7 =g (35~14 1)

De aqu
(3X=1P g (3= 3=0

Por wonsigmente,
3=, =3, =2 (- 1)p=1 n=L

(27 Pasemos en la ecuacion a los logaritmos de base 4. Sobre la base de
lo farmda (2), pég 27, tendremos:
I—dagx ,
— = LHog? x=1,
I+ Alay x rog
De ayui
th=—3tog x) |1 —(1 4+ 3og x)*| =0
¥, pur constgurente,
{Mlog x)y =1, n=3
1*log x). =0, Xy == It
Gloyx)y=—2 2=y
128, Paswnios en I3 couacion o los logardmis de lase 2. Sebre la hase de
la farmula (2, pag 27, tendremos
| — g x

I w2 ety 2lopt e =1,
I+ Elog x logs x4 2logt x



Muluplicands ambas partes de la ecuacion por ol depommador, pasamos talas
Ins terminos a la parte zquuerda v |y descomnponemis i faclores,
Coma resultade ablenemos

Glog x— 1y t¥lagh x+ 2 2ogd x+-2ing x | “2Mog x4 15 .0

Para « - I, el sepundo tactar, por lo visto, es posihivo v oo s reduge a cern.
lgualanele el proner factor & curn, ostablecemos g pars x> 1, la ecnacin
micial trene la Gruca rinz x=2

- ¢
129, Pascmos en la conacion o los logaritmos e base a {1 p I

] .
en ef caso contraria, la expresicn © Jog 2x no fendria sentido ) En virtud de

la formuda (2, pig. 27, obhtenemas
g 2x Mog 2y

= =0
dlag g }f X

ey — dougy
” i
D oayni ballamis
Iy 3oz 2 =0, A=y N0 satisface a la ecuacion inicial (ol legaritmn de Lase
1 del nimero a no exisley
2} fngax=2logla*} x), x.=a?
Respuesta: x— o*.

130. Empleandn la igualdad *log b:—l—. tramslormemos 1o ecuacion 1mi-
oy
c1al vn la ecuacion cquivalente: =
Ulog [ (2 log a—x)| =2
De agui, despoes de la potenciaciis, eblenemos:
2—2log x| =0
Loa ves resuelta esta ecuacion hallaremos
X g=loga + Vlogr a—12.

! .
Para az= 100 y loga = -2—[!.-9+ 1) ambas raices son prsitivas, c¢ deerir. iiferen-
tos de la unidad ¥y, como es Facil comprubar, satisfacen a 1o veuacion inicial.
5 bifs ?

Siendn fog a.-:?[b-+ 1} se debe tomar solamenie la rare b2 Pars a < 10¥

la ecuacion no tiene raices.

131. Pasando en la ecuacim a los logaritmos de hase o, L roducimos a la
forina

7 =

V a|ngf/a_x(l+%g_r:]+-'/ alog i’zfl—-

Después de las ulteriores transformaciones cbtenemos,

Sielog xF 1) /{Glogx — 1)
]" 4 2pg x o ]’1 4 4log x =

Tentendo en cuentra que las raices cuadradas aqui tienen sentido  aritmético,
vsta ecuacion se puede escribir asi:

| “log x+ 1|+ %ogx—1|=2a } “logx. ()
Examinemos aliora dos casos:



I} Supongamos yue
Clogz > 1. (2}
Entonces, la wualdad (1} adquiere la forma

2log x=a V “logx,
de donde

Xy —=a®

Es tacil de ver que la condicién (2), en cste caso, se satisface solamente cuando
i > |
2) Supopgamos que

0 < dlogx= 1. (33
Entonees, la wgualdad (1) toma la forma
2=-2a) “logx.
De anui
xzza"T

Sehalemos que la condicidn (3) se cumple solamenie en el caso en que a=|.
Puesto que, de antemano, @ # 1 (de lo contrario [a ecuacién inicial perderia el
senfida), enionces, tambien la segunda raiz existe solamente con la condicidn
de que a1

Hemos agolado todas las posibilidades, pucsto que los valores de x para
lus cuales dlog x=50, por lo vislo, no pueden satisfacer la ecuacién (1), Asi
pues, para a .» | la ecuacion examinada tiene dos raices:

L
5=y xe=at,

Para G « @ < 1, la ccuacién no liene raices.

132, Tenemos
Jog (V ¥+ 1+1) =log (x—40).
Suponiendu que sea ¥ x+1={, después de la potenciacién obtenemos la ecuacién
et —42=0
Sus raices son £, =7 y {,=-— 6. Puesto que = ]/;-:-_1;?.8, omitimos {,.
A la raiz ¢; le corresponde el valor x=48. Por comprobacién nos convencemos

de que este valor satisface & la ecuacidn inicial, Asi pues, la ecuacién tiene la
Unica raiz x=43

133. Pasando en la ccuacién a los logaritmos de base @, obtenemos:
14 flog (p—x) __ 29log (p—g)—log 4
“log (x-+4) Siog (x+4) :

De aqui, después de la simplificacidén y polenciacion, obtenemos la ccuacion
cuadrada

[ ’
et-p—x)=—p—ap*
Las raices de esta ecuacién son:
I e ] ; . o —
=g lp=q+V pg = ip—q)-V .
Fs facil de comprobar que smbas raices satisfacen a la desigualdad
PP Xy —q,

y. por consiguiente, fambién a la ccuacion inicial,
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134. Duspués de simples transformaciones que empiean la faonnla de rasu
de un sistema de logaritmes a otro, reducimos [a eeuncion dada a |4 lorina

1"'ilngﬁf 1/1—%1 3=—14"6

VA sy
Haciendo  logx=={, despues de la simplificacion y clevacm al cualrado,
obtenemes la ecuacion
13 1—2=0

Sus raices sen: f,=—2, f,=1 A la primera raiz le corrcspande el valur

w|

log x

l g 3 2 o
¥— Que, como es fcil comprobar, satisface también a la ecnarwn mmicial.

. =
A la segunda raiz le corresponde ¢l valar x=1V¥ 5, que no satislace a la ccua
cion inicial,

w2
135. Aprovechando que 0,4m-§— y 6,26 = (%} , reducinnos la ecuavien -
cial a la forma )
2 )Iap;‘ x4l 2 )2 flog £ =2)
(“S- é i (3/’ :

Igualando los exponentes, obienemins la ecuacion
low? g6 Jug ¥4-5=0,
una vez resuelta la conal hallareros.
flogxy=1, x=10; (logx);=5 x,=10°
136. Pasando en la ccuacidn 2 los logaritmos de base 10, oblcuznios

f4—x"
log | 7 l

log x =(lnglogn—1) B x

De agui, después de simples translormadiones, obtenemos 1a ecudiion

log n
[

4 X
10 )

4
log ( x
\
Despucs du la potenciacion tendremos:

- 4x E ||'lg n:(}‘
de dunile, )
X p=2 4 Fd—logn

Ahora, un vxamen no camplicado conduve @ los siguientes resultadis
ap s 0o« 10* y n= 0% entonces la ecuacion lune dus raiees dife-
rentes
——— g
=20 Fd—logn y x=2—Fi4—tlogn
B St n=10% entonces, s¢ ticne una sola rajz x=3 (prowemdinmee de

x==1%, para n=10%, ohtenemos también una sola raiz x=2
c) 51 opor fin n > 10% la ecuacién no tieme raices

137, Pasemos en la ecuacion a los logaritmos de base 2. Como rosulfado
ablendremos la ecuacidn
| Hoga 1=0
Yugsenx 2%ogsenx '
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Do anni
gie o *loga
Hog? ven x=— 5
Presto gue Lo moagnited o la zquierda os estrictaments positiva dsenx £ 1, de
I gontrarwe of simbsle ™ 7 log 2 perderia el senthilyy, entosecs, *lhoga - 0y,
pur comslgliente, para @ > L la ecuacion ne Leps raices. Admitiendo que sea
U« a<l, wlitenomos
, /S Tga
Hemsenm k= + lf — - ’g—
2
Puesto yue *logsen s < O, prescindimos del signa mas delaute del radwal.
{ntences

Mloga

gy ]’__,r e g

sl
27}

Ee faeil de vor yie {oda esta infinita serie de valores de x satislace a la ecuacion
i al

r={— 13" arc sen ok =0 41

138. Do ta segunda eounvion hallamos:
t—4y = 2 (]
=y i

Cohweando esta exprosin e x-kgy en la primera ecnacién obtendremos
I—"lug (x—y)—Slog tx—y) =1
¢ Diin
g (x =g Hog (x —gy =0
Pasanidn a Ins lovaritmes de base 3, transtormemos la vllima ccuacion a fa forma
iflog 3H-1 3log (x—y =10

Pucstu yue Hleg 341 =0, de aqui YUogii—=0 y s—y=1. Junlo wn
la cocuacian {h eslo da el sistema

Yol w=2 l
i—g—1 |

Wosalvienda esta eunacitn, obtenemns:

1
A==, u—?
<

2

Por comprobaciin ous comeencemos deogue el par e niimeras hallado es Ta
salugeon del sistema il
139 Modiante 1o lugantmacion de la primera ecuacien respecto a la base e,
fendrnos
aflogx=hxlogy. {0
Do lo sgunids scoanion hallymos,
ity ¥
; ; fyg
[ L e ——,
log x—lrg g tlogy



Calacando aqu “log y de la ccuacion (1), obtendremos:

il

| - —
. a b 3 - h
Hog g ——log x=——, o bien “logx —_—
b @ ? i

Pur pelenciacion obienemos
b—a f e
x P -9 obien x=¢®

Ahura, de la pomera ecuacion Jel slstema hallames
i, &
o= xw"'_..—. L‘b‘“ -
140. Haciendu uso de la idenhidad logarilmica a
sisfema en la forma siguiente
Slog x+u="T, }
x¥ =512,

ot b eserilianine e

1y

Realizando 1a potenciacién de la primera ecuacion, obtenemns x-5Y=57, Ju
dond.
x=51-V i2)

Colucando el valor de x de la ccuacion {2) en la segunda ecuacion del sistema (1),
ohlencmos 1a ecuacin 312+Y "W que tiene las raices
=4, ;=3
Comu resultado obfenemos dos solucines:
#=123, y =4, =025, yy=7

141, Efecluando la logaritmacion de la primera ecuacién cen relacién a la
base y, obtenemos la siguiente ecuacion cuadrada respecte a Viogx

2 ogt x—5¥log x+2=0,
que hiene las raices

Hogx=2, ’log x-—-__{i—.

Sy Ylog x =2, entonces

Xyt {n
Frn wirtud de la dentidad ﬂl-:rgh.—_E-I—. de la scgunda ecuacion obten
loga
dromies:
Plog tg ~ 3x) = Ying 4,
di donde

g—3x=4 i2)
Junte con (11, la ecuaciim ohtemda nos da la sigiente conacion cuadrada
para la dlelerinacion de g
3yt -y + 40,
- . ) 7 % I = ;
Esta ecuaclon no tiene raices reales Si Ylog k=3 citonees x.= Py e y=24
En este vase, en virtud de {2), oblenemos la ecuacion

i —dx—4={.
Respuesta: x=4, y=1b.



142, Realizando la logaritmacién de la primera ecuacién respecto a la
asc @, hallaremos:

X +y "[C}g h=14 “l‘.‘lg b, {l)

Masemes on la segunda conacidn a s logaritmos de base a.
Lutonces

ogy  ologh

290 x o= — — — -
e’ aing b dlog Ya

=-—2ogy.

) ’ 1 {

D i x=w~, Calucandy y:—x- en (1}, obleneinos la ecu cidn
1

¥ —x(lLeolog b4 slog b=,
CU¥as ralces $0n:
xl—_—“logb ¥y X==I
La respuesta definitiva es:
o=tlogh, p=tloga x=1 w=1

143. Pasemos en la primera ccuacdn a les lugaritmes de base x; entonces
la couacion tuma la forma

: by
3 (-‘Iogy—f—mlzil},

tHaciendo agui *log y=1¢, oblenemos la ecuacién
3100 4+3=0,

clyas raices son £, =3 y f.zzé. En el primer caso *logy=3, y=x v, ¢n

virtud de la segunda ecuacién del sistema inicial, x4=8l. Puesto que x>0
e y >0, en esle caso oblenemos una sola solucidn:

I1u=3, t =37,
Supcnieuda a conlmuacion *log y=-, baitamos una solucién mas:

4\'2=27, y==3

144. Pasemos en cada una de las ecuaciones del sistema a los logaritmos
de base 2. Como resultado obtendremos e sistema

*log ¢
jog 12

(Plog £ -2log gy ="log x,

) : {n
tog (x4  , %lngx
Hlogxie og 3 __-SQIVA:S'

Puesto que x = 1 (de lo contrario el primer miembro de la primera ecuacién
def sislema uncial no tendria sentido), *logx =0 y el sistema (l) se puede
escribir en la forma

*log x+og y="12lng 12, }
“log (x+g)=23.
Despuis de la potcnciacion, obtencines:

w=12, x+y=8,
de dande
n==68 =2 x=2 y=0
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145. Pasando en cada wuna de las ecuaciones del sistirna a los logaritmas de
base 2, obtendremos:

xfogy=y Vil —2log n, } -
2oy x =340 y '
De la segunda ecuacién del sistema t1) hallamos 2 = g% e idonide
&
y=y%. 2}
Fmpleando ¢2), de la primera ecuaciin hallaremos que g .= l? Por consi-
guienle,
& L2
x=2F" ” = 2 2

146. Transformemos el sistema, pasando en la primera ecuscion a los loga-
ritmes de base 2, en la segunda, a los de base 3 y en la fercera, a los de
base 4, Como resultado oblendremos

1
EJo;:{Jc—I—Tz-”Iuﬁ_s,f—I— %*Ivgz:-.zlug{ }
1 1
Slog y+? 3oy z—i—? Tlog x="log 9, l}
‘Irygz-l-%‘?ogx 1 %“Ingy="!ugiﬁ. J

Despues de la potenciacion, obfenemos el sistema

xVyz=4,
v} xz=9, i
z I"FE: 16 j

Multiplicando las ccuaciones del sislema (I} micmbro a micmbro, hallaremos;
fryz)® =242

Puestu que x>0, y >0, z> 0, entonces,
iyz =24, {2

Elevande la primera ecuacion del sistema (1) al cvadrado y empleando 12),
obtendremos:

==
4 3
< 27 32 2
Anilogamenie hallamos que y=5 ¥ 2= Por comprebacidn nos eonven-
cemos de que los tres nimeros hallados son fa solucion del sislema

147. Pasando en la primera ecuacién a los logaritinos de base 2 y realr-
zando a continmnacién la potenciacidn, obtendreinos:

P —xy=4 (1)

La ecuacion (1}, junto con la segunda ecuacidn del sistema imcial, da el sistema
Pryt=25 )
: } 2
$P—ry =1,
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Cste sistema tiene dos soluciones gue satistacen a las condiciones ¢ > x, y > 0,
a salwr

¥=3, ya=4

148 Dividiends ambeos nrembros de la ccuacion por 4%, hallaremos

z—(%)x- r’liz(%)x V:T——%.

Ol
4

(3 = 3V
'4') TE

r=

D aqun

=

v, |ud ronsiguicate,

rs| o

149. Colocando el wvalor de g d» la scguuda ecuacion en la primera, nbten-
tire s
.K-!-—I- —21{:?
X ¥ =
De ayni, @ x=1, u bien
¥+ : D+ 2
x¢ xt

¥y b onsiguiente,

|
x=-m_

Respuesta

150, Haciendo o*=u y @/ =, escribimas el sisterna en Ia forma signicnfe:
w4t =2p,
ur=¢e }
Oc cstas dos ecuaciones se desprende:
(-t =2(+c), (w—uvf=2(0—c.

Puesto que los valores buscados de ¢ y ¢ deben ser positivos, la primera ecua
cifin se reduce a la venacion
a+v=F2bLta il)
La segunda ecitacion demuestra que la solubilidad del sistema requiere, acdemas
de gue scan positives los numeros & y ¢, ¢l cumphimicnto de la designaldad
hoec 12
A nnsmin tiemipe,
Ve 55
i—ve=+ ¥ 2{—g¢) 8]
Resulviendo conpuntamente las ecuaciones (1} v (2), en el caso del signu mas
ublemdremnos.

w=L2 (VEFe+ VT2,
t.,:_';’_(pm— ¥o=c).



Ln el caso del signe menos nbiencmos

tiy —.-}—z“' (1 F=e= 178775,
12

L ="

Hemos hallado dos solucicnes del sistema (1), ademas, al cumphir la enndicion (2)
todas los valores de las ineogmias, por lo visto, son pusitives Las dos suli
ciones correspondientes al sistema inicial son

a=2%loguy, gr="login  sp=%logr, yy="lnli,
Alisra, pedemnos confirmar guie para que ef sistema sca soluble es necesario y suliclente
que b >0, ¢ 0y bz=c Al cumplir estas condiciones ol sistema tiens dus
soluciones.

151. Multiplicando ambas ecuaciones entre si, ohteniremos

(xg)* +Y = (xy)?
De agui, en virfud de que x e y son posilives, se desprunde que o bien vw=1,

G xy = I, y entonces
gt y=2n i1}y

Cxaminemos al principio ¢l segundo caso. La primera couacién del sistuing
inicral toma la forma s =y7 de donde

PERCH 12}
Colocando este valor de y en la ccuacion (1), ubtenenios gue
g x—2n=0.
Esta ecuacion tiene la Gnica raiz posiliva
Vant1—1
P = e e— i3
L ] (3]
El valor correspondicnte de y lo hallamos haciendr nsa e (21
loipm——t i ;
nm=giV8arl—IF i)
| )
En el segundo caso, cnamdo xw=1, y= ¥ la promera wiacton del sistcma
inicial adquiere la forma
=X
X =x=7

En virtud de que x v n son posifivos, estn igualidad prede sor valida <ulamente
en ¢l caso en que x==1[. De este modo hallamas una solucién mas x, =1, o= 1.

152, Transiormamos el sistema 1 la {orma
By -y -r="9, |
=4/ 30 =2 Bx+yp2 |
De la segunda ecuacion hallamos:

y pot consiguiente, en virtud de la primera £CiIACIon
324 =12x-¥.81.
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Dz agui 22=2*-F¥, ¢s decir,
x—y=2. “}

Resotviendo la ecuacidn (1) junto con la primera ecnacién del sistema inicial,
obtenemos dos sistemas:

x—y=2, x...-y:Q'
2 3
x4 y=3. } @ xf-y=—3. } )
Saluejan dul sistema (2)
3

Sulncian del sistema (3)

Por comprobacién nos convencemos de que los dos pares de nimeros satisfacen
al sislema inicial

153. Hagamos d . S g=I, es decir, p=g¢, entonces, cualguier par de
niimeros ignales v positivos satisfacen al sistema. Por esta razén, consideraremos
qu: a = 1. De la sigunda ccuacién obienemos que x=g% Realizando la loga-
ritmacién de la primera ecuacicn y empliando esta igualdad, tendremos:

ylogy (m—y*-1)=0,
Puesto que g > €, ecnlonces, o bien logy=0, ¢ bien g=y*—1, En el primer
caso obtenemos que X, =1, g, =1. En el segundo caso, obtendremos:
o 1

xp=a®Tl, gp=a®Tt.

Ambos pares de naneros satis'acen tambien al sistema inicial.

i154. Efectuando la logaritmacion de ambas ecuaciones, obtendremos el
sistena

ylogx=uxlogy, } "
xlog p=ylogq,
del que deferminamos la relacion i.:ﬁr.—_g; por consiguiente,
y  logp
x=uoy (2)

Si p=g, ¢l sistema tiene un nimero infinito de soluciones del tipe x=gy=a,
donde a es cualguicr valor mayor que cero. Si p = ¢, enfonces, colocando el
walor de x de la formula {2) en la primers ecuacién del sistema (1), hallaremos:

& 1

¥l gme®l.

Por comsiguiente, para la condwion p = g el sistema tiene una sola solucion.

155 Realizandn la logaritmacion de las dos partes de Ja igualdad a*=c*—&%
obteneimos.

De: aqus,

2="log (c—b)+ * log (¢« +b}.
1 1

“~dloga “+Plnga
Y, por consiguienls,
‘12 Juga =P loga=2+Y luga-<-P log 2.
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, obtendremos facilmente que

158. Utilizando la férmula "Iogm:mm‘gn

% loga=2%loga y ¥ !ogb:gi*“logb,

Bk e (o ioga L ologh) =
k%( loga— 2 logh) ¢k§0(2 loga = log )

=”iog’aﬁi} 4*—|~"log’b2 4—‘;—*2 2=
=0 B=y =0
(l\ﬂd‘l 0

—1

n+l
=i-i—-l"logza+

3 Jogth—2(n+ )=

£
|

—_—Sl (dn+t— l}"Iog’a+% (47+1— 1)31; Slog?b—2(n+ )=

l n+l___ __..._] —
= (1 1)(*zog=a+“°logua) 2 (n+1).

157.
"'lof_ “loga
a loga _(g4loeb) “log “log o _ p%log tlog a _, ®joga.
158. Tenemos que _
Aln=1)

C=0yay...0,=a-aq ... {agn=1)=a"q °
Empleando la térmula de paso de un sistema de logaritmos a otro, obtenemos:
“log b A

[y s = a
logb—“logf.' n+n {n—1) “log g
2
Pero
Blogg “logb__ A
a —_—
Iogq_"ioga ingbg 8
Por eso
oo 248

nB +n(n—14"

159, Utilizando la igualdad “logb = i']—l— , transformemos la férmula dada
oga

de la manera signiente:

7 : — _] Nlogi
5]ogc=Nl0ga Nlogh _ @ Nioge
Nloga ! ! Niog Nloga

Nlgg b " Nioge

*) El simbolo Y} ax significa la suma ag+a;+ay+ ...+ ap
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De aqui se desprende que
b ¢
Nlog —=Nlgg &
log 2=~log %, ®

N .
puesto que el lactor ?lio_g_c # 0. Realizande la potenciacién de la igualdad (1)
Sy

obtenemos:
b ¢
Pl S 2
a b @

Asi pues b cs el valor medio preporcional entre @ y ¢. Realizando a continua-
cién la logaritmacién de la igualdad (2) respecto a cualquier base N y efectuan-
do los computos en orden inverso, concluiremos la demostracion de la afir-
macidn propuesta.

160. Se debe conmsiderar que A # 1, de lo contrario, el quebrado en [a parte
derecha de Ia identidad se hace indeterminado, Dividiendo la identidad a de-
miostrar por @log & @log N “log N 1a sustituimos por la siguiente identidad equi
valente:

| | 1 J. ! :

Slog ¥ Plog N ‘log N abriog ¥

Pasande aqui 2 los logaritmos de base A, obtendremos:
Nloga+ Yogb +Noge=~log gbe.

Puesto que vs evidente que la dltima identidad tiene lugar, el problema queda
resuelto.

161. Tenemns:

Slogx  *logah _ ogh . .
ablogx ~ *loga RELEE *loga il
lo que se exigia demostrar.
:
162. Empleando la identidad logaritmica Ylog a= t‘llooii . transformemos [a

parte izquierda de la desigualdad dada de ia manera siguiente:

1 ‘1
= § i2ls
®lug x+dlogx= Iogic —f—-"logx_—.slogx( *mg3+1)=.
log =
1
—_ k) 2
=3log x. * Iog-g—:.—ﬂ—ligi-:_-sl—ogi.
_{]Dg-—;—- ?IDgQ
Entonces, la desigualdad dada adquiere la forma:
3op x
e —_;—'—— > L
% log?2

3
Puesto que 2> | y g-:> 1 y por la propiedad de los logaritmos *log? > 0,
enlonces, la desigualdad anterior es equivalente a la desiguaidad

3
Slog x < —~ ¥log 2.
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De aqui, observando ademés que por ¢l sentido del problema x> 0, obtendre-
mos definitivamente:

3
2
0<xcd™ o8
163 Ya que x >0, la designaldad dada es equivalente a la desigualdad
x10B Y 5 gy,

Pero a > §, por eso, realizando la logaritmacién de la altima desigualdad ces-
pecto a ia base a (esta operacién conduce también a una desiguaidad equiva-
lente), obtendremos:

“logix » 2.
De aqui hallaremos_definitivamente: _
o bien %losx > V2, y, por consiguiente, x > a¥'t;
o hien Flogx < - ¥ 2 y enfonces 0 < x < a=¥'2.

1864 Por el sentido del problema x > 0, por eso, la desigualdad dada es
equivalente a la desigualdad

¢log x (x+ 1) < log (2x+6).
Puesto que a > |, entonces x{x+ [} < 2x-+6, o bien
H¥-x—6<0.

Resolviendo esta desigualdad cuadrada con la condicién de que x > 0, cbtenemos
que
0<x<a.

165, La desigualdad dada es equivalente a la siguiente:
0<x®—024-6< 1.

Puesto gue x2—5x46={xr—2)(x—3), la desigualdad 0 < x* —5x+46 es justa
pata

1<2
<

x> 3.

Resolviendo a continuacidn la desigualdad #? —5x-46 < I, hallamos que se

cumple cuando
a-wjfs - 5+2V5

5_2]/"5 2% 5+2VT%

Puestc que ¥ 5> 2, entonces > 3. Por ¢so, la de-

sigualdad inicial tiene lugar cuando
5— 3
2

166. Reduciendo la parte izquierda a un comin denominador hallamos que

= =
<Lx<? vy 3<x<-ﬁ-‘2&

e

Zlog x {tlog x— 1)
14 %log x (Plogz—1)
: Tog x (*log x—1} >0.

b* 163
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Puesto que el numerador de la Gltima expresién es positivo [en efecto,
F ]
|+ %log® x—*log x= (’!ogx—--;-) +%], la designaldad se reduce a lo siguiente;

*log x (*logx—1) > 0,

Esta filtima desigualdad sc cumple siendo ¥ > 2 y siendo 0 < x < |.
167. Por ¢l sentido del problema x > 0 y, por lo tanio, la desigualdad dada

es equivalente 2 la desigualdad

g3 tlogt x—2%log x .
Realicemos la logaritmacién de esta desigualdad respecto a la base 2 y haga-
mos y=>2log x; oblendremos una desigualdad equivalente

y@—yt—2) >0,
que, después de descomponer el frinomio cuadrado cn factores, se puede escribir
en la forma

y{(l—p B+y >0

Esta desigualdad puede ser cumplida cuando, y sélo cuando, o bien los tres
faclores son positivos, o bien uno de ellos es positivo y los otros dos son nega-
tivos. En ¢] primer caso, es decir, cuando

$>0, l—y>0, 344>0,
hallamos que 0 < y <1 y, por consiguiente,
l<x<? (8]

El segundo caso se divide en tres subcasos, con la particularidad de que se
obtiene un sistema de desigualdades no contradictorio solamente en uno de los
subcasos, cuando

y<0, t—y>0 34y<0.
De aqui ¥ <=3 vy, por lo fanto,

1
0<x< T 2
Asi pues, la desigualdad inicial tiene lugar cuando, y sélo cuando, o bien
1
D<x < ?l
o bien
l<x<2
|
188. Haclendo *logx=y y notando que *log2= ’lo]gx = escribamos la
desigualdad dada cn la [orma
y+—;-|-2 cos o=z 0. il

El nomero z=y—|—i tiene el mismo signo que el nimero y y|z[=2 parz to-

dos los valores de y (véase (2), pdg. 22). Por eso, si z >0, entonces, la dest

gualdad z=; —2cosa puedc ser cumplida solamente en el caso en que

z=2y=1) y cosa=—I1, es decir, si en la desigualdad inicial x=2
al={§k+l}n (=0, £ 1, £ 2, ...). Para estos valores tiene lugar ¢i signo de

1guaidad.

% Pero sl 2 <0, cs decir, y <0, entonces z== -2 y la desigualdad (1) se

cumple para lodos los valores de o, de donde se desprende que la desigualdad
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inicial se cumple, ademés de los casos de los valores hallados, siendo 0 < x <1
y para todos los valores reales de a.

169. La desigualdad inicial es equivalente a la siguiente
0 < dlog(x*—=5) < I,

De donde ]{x“—_5<466<x3 <96 l/-(_i < | x| €3, Respuesta. I/Ti<>:<3
¥ —3<x<—V0o.

5. Combinatoria y binomio de Newton

170, Escribicndo por separado las relaciones entre el primer miembro de
la proporcion y el segundo y enfre el segundo y el tercero, después de las
simplificaciones correspondientes, obtendremos:

(n4-1) ) {n-- 1)1 n—m4|
(m+ 1N {n—m)l " m! (n—m-} 1) m+ 1
(n+ 1 . {41l __a—m+2
min—m+ Ll m=Ww—m+20 ~  m

En virtud de la condicidén del problemna obtenemos dos ecuaciones:

n—m—-1 =1 a—m+2 §
w1 T m 3

Resalviéndolas conjuntamente obtendremos que m=3, n=8.

171, Tenemos:
s —xp=1+(]) -+ (3) 0 —e +
+(§) s+ () P —p 4 (5) B — P 02—y

Examinando los sumandos Qel 5eguncjo miembro, es lacil vei que x* ligura
solamente en el cuarto y quinto términos. Utilizando esto hallamos facilmente

o y 9 9
el coeficiente de 8. El es igual a 3 (3)4— (4)
172. Los sumandos de la suma dada forman una progresién con el denomi-
nador |+4x, Por eso

VL . ]
(i+x)k+(1+x)k+l+_.,+([+x)u=(l_"'x)_:_l_m.,

= (0

Escribiendo esta misma suma en forma del polinomio

L Y R T
y abriendo los paréntesis en ol segundo miembro de la igualdad (1), obiendremos:

si m < &, centonces
n- 1 &
G =\ mt)  \mpt )

n=- 1
selat .

Si mz= k, untonces



173. De la condicién del problema se desprende:
nin—1)
2

Una vez resuelta esta ecuacién respecto a n hallaremos que n=11.
El 1érmino comin del desarroilo

(x V—";‘*i"-):r)n

Cafn)=Cy{n)+44, o =n- 44,

se puede escribic en la forma
2 -m-tm
Co(tly2? ‘
Por ia condicién del problema -g—[]l—m}—flm:(), de donde m=23. Por consi-
guiente, el término buscado es igual a €, (11).
174. Hagamos x+%=u, entonces

(1+x-+-%)m=(l+a)1°=1+(]?) u-}-(lg) u2+---+(:g) ats,

donde
3 R
uk=(x+—2-)k=.t*—|—(?Jxﬁ—’-6+...+(§).t*'“-ﬁ‘-}-...-}-%. {1

Para el sumando que no contiene x en la expresién (1} debe satisfacerse la con-
dicidn &—2s=0; por consiguiente, este sumando serd igual a C;(2s5)-6°. Reu-
niendo todos los iérminos semejantes hallaremos que el sumando que no conticae
x en la expresién inicial serd igual a

H4(12)- (1) 0+ (5)-(2) 4 () (3) 0+ (5)-(0) o+
+(10)-('5)®

175. Las desigualdades Tpi3 > Tp vy Thyq > Tpeo, después de las simplifi-
caciones correspondientes, toma la forma

V3 1 1 V3
F 7 Wi—E’ To0—%~ k1"

Una vez resuelta cada una de estas desigualdades con relacidn a &, obtendremos:
01 V3 i

zl_v mn_;_/s 1
¥ 3¢l Vo341

Las parles izquierda y derecha de la desigualdad (1) son nimeros no ente-

ros y la diferencra entre ellas es jgual 2 la unidad. Por eso, existe solamente
un nomero entero % que satisiace la  desigualdad (1). Captando que

1,72 < V'3 < 1, 73, mediante el cilculo directo establecemos gue
84, 64 > & > 63, 135.

(1)

Por consiguiente, £=064.
i76. EI término coman del desarrollo es Tpyy=Cp{m)a®.Si Tp=T,4,,
entonees Cy-y (1) a8 =1=C} (n) a* o bien
nigh-t __nla*
E—DI{n=k+1)1 Rl (n—n) "
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de donde

Obtenemos la condicidn buscada: I—l—% debe ser ¢l divisor del ndmera n+t.
Si ahotra T,=Tg4y="Tpay entonces, esto es equivalente a las igualdades

| _a = a?
(R—k-F1)(n—kl k(n—Fk) R{+1)

o bien
! b1
o R o S

lo que conduce a la condicion n4-1=0, que es imposible de cumplir.

177. En el desarrollo entraran: a téominos tipo xf (i=1,2, ..., n), r{n—1)

términos del tipo xfxy 4, f=1, 2, ..., n, i #J) y por fin €,(n) términos del
tipo xxmy, donde f, | y k son nimeros diferentes. Asi pues, el nimero dé
términos diferentes no semejantes entre si es igual 4

an—1)(n—2} an+hind2)
6 6 ’

n+4n(n—1)+

178. Los divisores del nimero ¢ son, por lo visto, los nameros py, 23, .., Pp
y todos los productos posibles por 2, por 3, ete. La cantidad de tales divisores
es igual a ;
CotR)+C k... +Cp k) =25

El hecho de que tados los divisores obtenidos no son iguales entre si y que no
existen otros divisores sc desprende de la upicidad de la representacion de un
nimeto en forma del producto de nimeros simples.

179. La igualdad a demosirar tiene la forma

(?) (g) (:) ( il) § gnEl_ |
1+\T.+T+"'+k+l+"'+ -"" 'ln"}--i: n+l

y es equivalente a la igualdad

i+(n+n+5-'g—'('f)+%] (§)++-g~ll- (:)+----+

n+l i n
Puesto que
n+tl n)__n_ﬂ AN LE ) LS & 1
H—l(k TEF LRl =R REDI—R) fe+1)’

el primer miembro de la dltima igualdad es igual a

n+ 1 1 n+1 n+1
]-{-( T )_{_("'; )-}-—{-(kil)-{--}-( j; )+!_—.{]+1)n+t—_~2n+1'
con o cual el problema queda demostrado.
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180. El término edmun del primer miembro de la igualdad puede ser trans-
formado de Iz manera siguiente:

]
k ( : ) 2 (1l _xyw—k=km 2k (1= =k =

BV (1 —x)r=t=th=D — gy (:_

()

" {n—=N1" I
E—D T (n—k)1 1

Por eso, el primer miembro de la igualdad puede ser presentado en la forma
siguiente:

=n ) xk—1(]—x)f*"1"“'”.

‘n—1 - ‘n—1 = —1 n=1| —
nx[[\ 0 )(l—x_]" 1+L 1 )x(l—x) 2+...+(2_I)x' 1]_. l
=nx[x+41—x}t~l =nx.

181. Toda division de la baraja, sefialada en la condicidén, es equivalente
a sacar 16 no ases de entre 32 no ases y dos ases de entre cuatro ases. La
primera exiraccion puede realizarse por Cyq (32) métodos y la segunda por C, (4).
Puesto que la sacada de 16 no ases puede ser combinada con cualquier sacada
de dos ases, entonces, el niimero total de métodos de ia division indicada de la
baraja s 1gual a C;(32) C,(4).

182. La cantidad buscada de nimeros es igual a la cantidad de variaciones
que se pueden formar de 10 cifras en series de 5, es decir es igual a
10-9-8.7-6=30 240

183. Enumeremos ciertos n sitios y formemos la divisién llenando sucesiva-
mente cada uno de los sitios indicados con un par de elementos.

Al primer sitio el par puede ser elegido por C, (2r) métodos; una vez elegido
el primer par, el segundo puede ser elegido por C, (2n—2) métodos, el tercero
por Cy (2n—4) ele, Como resultado obtendremos €y (20) Cy (21 —2) Cy (2n—4) ...
... Cy (2) divisiones entre Jas cuales, sin embargo, figurarin todas las divisiones
que dzifieren por el orden de disposicién de los pares. Por consiguiente, la can-
fidad de divisiones que nos inferesan serd igual a

2nY [2n—2Y 2
2 ) ( 9 } [2) 2n(2n—=1)@2n—2)(2n—3) ... 2-1 _
nl - 22nl S
=(2n—1)(2n—3} ... 3.1,

En forma reducida esta multiplicacién a veces se denota con el simbolo (2n—1)!1

Se puede obtener el mismo resultado razonando de distinta manera, Designemos
por &, el nimero de divisiones para ¢l caso cuando fa cantidad de elementos
es igual a 2n. Examinemos 2n elementos. Por cuanto el orden de disposicién
de los pares no tiene importancia, se puede considerar como primer par a aquél
en el que figura cl primer clemento. Los pares que contienen el primer elemento
pueden ser formados por 2n—) métodos. Una vez elegido el primer par, los
2(n—1) elementos restantes pueden ser divididos en pares por &,., métodos.
Por eso, k,=(2n—1)k,_,. Con ayuda de esta relacién es facii hailar que

Ry=(2n—1) (20 —3) ... 5.3.1,

184. De la cantidad total de nl permutaciones debemos subtraer aquellas
en las que los clementos a y b son vecinos. Para formar tal permutacion es
necesario tomar cierta permutacién con los n—2 elementos restantes (en lotal
son {n—2)1) y unirla 2 la permutacion elegida con los elementos @ y b de modo
que resulten uno al lado del ofra. Esto, por lo viste, se puede hacer por
2{n—1) métodos (el factor 2 estéd relacionado aqui con que a y & pueden ser
cambiades de sitio). Asi pues ¢l nimero de permutaciones en las que @ y & son
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vecinos es igual a 2 (n—2}1 (n— 1) y el namero de permudaciones que nos interesa
es igual a
Al —=2n—DI=(nr—-1{n—-2).

185, Si entre los 5 billeles sacados resultaron justo dos billetes premiados,
entonces los otros tres serdn no premiados. De 8 billetes premiados dos se pueden
elegir por C; (8) métodos, de 50--8=42 billeles no premiados tres sc pueden
elegir por C,(42) métodos. Cada método de eleccion de dos billetes premiados
pucde combinarse con cualquiera de los mélados de eleccion de tres no premiados.
Por eso, el nimero total de métodas es igual a

8 42 8.7 42.41.40
(2 ) ; (3)—m e e

La cantidad de métedos de eleccién de 5 billetes enire los cuales por lo
mettos dos seran premiados es igual a la suma de las cantidades de metodos
por los cuales se sacan justo dos premiados, justo tres premiados, justo cuatro
pren}iados y iusto cinco billetes premiados. Por consiguiente, esta cantidad es
igual a

B\ 742\ . (8 /42\ /8 [42\ , (8

() ()+(3)(2)+(3) (V) +(s) 1=
87 42.41.40 8.7-6 42:41 8.7.6.5 42 8.7.6.5.4_

P e R R e

=326 240448 2164 2 640+ 56 =377 452.

186. Primera resolucion. Supongamos que en la recta superior sc encuentran n
puntos y en la inferior m puntos (fig. 1). Dividamos todos los segmentos de
unién en haces de segmentos, con la particulari- 3 it
dad de que en uno de los haces reunimos todos los :
segmentos que unen el punio fijado de la recla
inferior (por ejemplo, el A) con fodos los punios
de la recta superior. Esta claro que la cantidad
de tales haces es igual a m y que la cantidad de
punios de interseccién de los segmentos perfenecien-

tes a cualesquiera dos haces es la misma para T ¥ punles
cualguier par de haces. Si designamos esta canti- =
dad por &,, entonces la cantidad fotal de punios FIG |

de interseccion de todos los segmertos sera igual
al producto de &, por la cantidad de combinaciones de los haces en series de
dos, es decir.
mm—1j
2

Para calcular el nfimero &, dividamos todos los segmentos que uncn los # puntos
de la recta superior con los dos puntoes A y 8 de la recta inferior en haces de
scgmentos, reuniende en un haz dos segmentos que unct el punto fijado de la
recta superior (por ejemplo, el €} con los puntos A y £ Ei nimero de lales
haces es igual a n y el nimero de puntos de interseccion de los segmentos
pertenecientes a dos haces es igual a la wnidad (punio de inferseccién de las
diagonales del trapecio ABCD). Por eso

hyCy )=k,

nin—1)
hy=C; (n)==—mpe
n 2( J 2
Por consiguiente, el nimero total de puntes de inlerseccion de todes los segmen-
tos que unen los 2 puntos de Ia recta superior con los m puntos de 1a recta
inferior vs igual a

nin—lymim=1)

2 2 ’
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Segunda resolucion. Cada punto de interseccidn de los segmentos puede ser
vbtenido eligiendo dos puntos en la primera recta, cosa que se puede hacer por
C, (m) procedimientos, v dos puntos en la segunda recta, lo que se puede hacer
por C,(n) procedimjenios. Combinando todes los pares posibles de puntos,
obtendremos

Cam)-C, (my="m =1} n (2=1)

4

187. Cada paralelogramo se determina con la eleccion de dos rectas de la
primera serie, lo gue se puede hacer por C, () procedimientos y con dos recias
de la segunda serie, cosa que se puede realizar por C,{m) procedimientos. De
este modo, el nlimero total de paralelogramos es igual a

na—1)m(m—1)
—_— g

188, Puesto que en el alfabeto dado a cualquier signo por separade (punto
o raya) y a cualquier par de signos le corresponde cierta letra, el nimero de
procedimientos por los que se puede leer la cadena continua de x signos no
depende de la construccion concrefa de esta cadena y es igual al nimero de
todas las divisiones posibles que forman la cadena de signos en grupos de uno
o dos signos vecinos. Designemos este nimero por p,.

Distribuyames todos los métodos posibles en que se puede leer la cadena
dada compuesta de n signos en dos categorias.

A la primera categoria referimos los métodas ¢n los que el primer signo de
{a cadena se lee como una letra independiente. El nimero de métodos de la
primera categoria es igual al niimero de métodos en que se puede leer la cadena
{:nm?uesia de n—1 signos (que gquedan después de eliminar el primero), es decir,
igual 2 p,—,.

A la s::gunda calegorra referiremos los métodos en que los dos primeros
sigios se leen como una sola letra. Ei nimero de métodos de la segunda categoria
es igual al nlmero de mélodos en que se lee la cadena compuesta de n—2
signos {(que quedaron después de eliminar tos dos primeros), es decir, igual a p,~,.

Puesto que cada método de lectura de la cadena dada pertenece a una, y
$6lo a una, de laus dos categorias indicadas, el niimero total de métodos es igual a
la suma de los niameros de métodos de la primera y segunda categorias, es decir,

prs:pn—l+pn-‘3' (“
Esta igualdad representa una férmula de recurrencia per la que se puede calcular
sucesivamente p, para cualquier n, 8i se conoce p; v p,. Pero en el problema
dado p, =1 (para la cadena de un signo existe sélo un método de la primera
categoria) y p,=2 (para la cadena compuesta de dos signos existen dos métodos:
unc de la primera categoria y ofra de la segunda}.
Empleando la formula (1), hallaremos sucesivamente:
Py=pz+p=2+1=3
Pi=py+p:=342=5,
Py=Dypy=543=8
y asi sucesivamente. Definitivamente obtendremos:
P12 =233.

puntos de interseccidn.

Cy(n)Ca(m)=

6. Planteamiento de ecuaciones

189. Supongamos que sea x el menor de los factores. Entonces, de las con-
diciones del problema se desprende directamente que

x{x+ 10)—40=39x422
=2 —62=10,

o hien
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de donde x; =31, x,=— 2. Prescindimos de la raiz negaliva, por consiguiente,
los factores son 31 y 41

190, Hasta el primer encuentro el primer ciclista recorrid s+a km y el
segundo s—a km, donde s es |a distancia de A a B. Hasta el segundo encuen-
iro los ciclistas recorrieron respectivamente

2s—|-%.s y 23—-;,%—5 km.

Pero si dos cuerpos se mueven a velocidades constantes, entonces la rela-
cién de las velocidades de los cuerpos, siendo iguales los tiempos consumidos,
es igual a la relacion de los caminos recorridos por ellos, Por eso, para ia
determinacién de s tenemos la ecuacion

1

s4a _ 2+?
s—a 2_“1‘»
-4

De aqui s= 20k km.

191, Si dos cuerpos se mueven con velocidades constantes, entonces, en un
mismo trayecto del camino, la relacién de sus velocidades cs inversamente pro-
porcional al tiempo consumido por los cuerpes. Supongamos que sea v la velo-
cidad del tercer automdvii, £, elp tiempo de movimiento del segundo automdvil
hasta el momento en que le alcanza el fercero. Enfonces,

40 _¢—05 50 i+
R A T
Dividiende miembro a miembro la primera ecuacion por la segunda haltaremos

giie i=;;- de hora; luego hallamos gue ©=60 knih.

192, Supongamos que hasta el momenio de encuenire pasaron x horas. EL
camino desde el punto de encueniro hasta el punto 8 el ciclista lo paso en x
horas y ¢l franseinte en x+! horas. Puesto que para un mismo camino el
tiempo es inversamente proporcional a la velocidad, entonces

,wc-i-z_Ii
-

de aqui
!

=

B—1"

183. Designemos la distancia de A a B por x y la dislancia entre B y C
por 4. Entonces, teniendo en cuenta que en todos los casus de que se habla en
el problema el tiempo de movimiento es el mismo, obtendremos ei sistema de
ecuaciones

Xy _x+y
3.5+4_'3,75
s (R X

Resclviendo este sistema hallamos que x=14 km ¢ y==16 km.
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104, Sea x la longitud del camine por el lugar llano, y la longitud det
camino cuesta arriba. Tenemos el sistema de ecuaciones

g X H,5--{x+y)=2 9
PR 5

11,5—(x4y) , x Y
LA B & S5 Yateh

Sumando las ecuaciones del sistema hallaremos que x=4.

- o

(=1

195. Designemos por ! la distancia entre los punfos 4 y B y por v, y v,
las velocidades de las motocicletas. En el tiempo ¢ la primera motociclela pasé
el camino igual a p+Il—g y la segunda el camino ¢4-{—p. Por eso,

_ttp—g
I L]

_Ita—p
—=.

Up
(1)

Ug

Por otro lado, 1a relacién de las velocidades es igual a la relacién de los cami-
nos recorridos hasta el primer encuentro, es decir,
vy I—p

Uy P

Colocando aqui vy y vy del sistema (1), obtendremos la ecuacién para la deter.
minacion de /. Resolviéndola hallaremos que {=3p—¢. Colocando este valor
de / en {a férmula (1), obtendremos:

ap—2 2
W .

196. La diferencia entre los tiempos de retraso del avién en el primer
¥ segundo vuelos igual a {%{3 horas estd enlazada con que el camino de d km

fue recorrido a distintas velocidades: en el primer vuelo la velocidad era v km/h
y ¢n el segundo w kmyh (en los demis frayectos del camino las velocidades
eran respectivamente iguales). De aqui obtenemos la ecuacion

h—ty_d_d

o w

de la que hallamos que la velocidad inicial del avién es igual a
60ud
W= m- km;h-

197. Designemos ¢l peso del pedazo cortado por x. Supongamos que la
primera aleacion contenia 100 a% de cobre y la segunda 100 5%, Entonces la
cantidad en peso de cobre en la primera aleacion después de fundir su resto
con el pedazo cortado de la segunda aleacion sera igual a a{m—x)+bx v el
peso de cobre en lz segunda aleacion después de fundir su resto con el pedazo
cortado de la primera serd igual a b (n--x)4ax. De la condicién del problema

daim—x)+4bx bin—x)+ax
mn n k

Una vez resuelta esta venacion, obtenemos (teniendo en cuenta que a5 b):
min
Tmtnt
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198. Supongamos que la relacién de los pesos de los pedazos a alear es
jgual a o :p.

Entonces
ap | Bag
100100 _
a--p 1007

De aqui obtenemas:
a:p={—g:p—r)-

La resolucién es posible si p>r >4 o bien p<r <g.
Para hallar el pesc maximo de la nueva aleacidn examinemos las relaciones

P 9
fr—al ¥ To=r1-
. P
M=

entonces, el peso maximo es igual a

i #
P . P fom Q.

P Q . ]
Si ——— <« , entonces, el peso médximo es igual a
r—al “To—rTl :

p+2=lp_E=dp
r—g' g

’ : P Q o3 2
Si por fin =3l > i entonces, el peso maximo ¢s igual a
sl 19 P el
Q+I?: Q—p'—"'"_’ Q

189. Supongamos que cada obrero irabajs ¢ dias y que A gand x rublosy B
gand y rublos. De las condiciones del problema obtenemos el sistema de ecua-
ciones

& .
t=nT=72 i
y
(t=T) =648, i (4]
Yy nX_a
(z—l}lr ( ?}fp.e.zA. |

De las dos primeras ecuaciones hallamos:
—1 72 =7

8

.
3 x* ] g
Entonces, de la ultima ecuacion obtenemos:
724 64,81 =32,4,
x i

20(%){—9(%]-48=&

i

o bien

De aqui y=%x (prescenditnos de la raiz negativa). Dividiende ahora la segunda
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ecuacién del sistema (1) por la primera y sustituyendo __yé_ por su valor, ha-

llamos:

Ly

6
T I=

7 648 1—7 3
s v S vy [ o

72

D

~

De aqui £=25 y, por consiguiente,
x="75 rublos, y=90 rubles.

200. Designamos por iy €l tiempo transcurrido hasta el primer encuentro,
por {, el intervalo de tiempo hasta ef segundo encuentro y por R el radio de
la circunferencia. En el intervale de tiempo #, el primer cuerpo recorritt ¢l

. . alft : .
camino vf; y ¢l segundo. el camine -5 La suma de estos caminos es igual

a la longitud de la circunferencia, por lo fanto,
T
ut1+%=2m‘?. in

En el intervalo de tiempo #, ambos cuerpos recorrieron un mismo camino iguar
a la lengitud de Ia curcunierencia, asi que

2
v, =2nR, fg’i =2nR.

Eliminande de aqui {,, hallaremos que R=%. Colocando este valor de R en
la formula (1) obtendremos la sigulente ecnacién cuadrada respecto a f;:

af} 2t
-'2—+Uf1"'—7-—-0.

Resolviendo esta ecuacidn y prescindiende de la raiz negativa (puesto que pol
el sentido del problema debe ser # > 0), oblendremos definitivamente:

h=(VE-n)—

201. Designemos por g, v ¢4 ias capacidades de los gritos (en }/min) y por ¢
el volumen de |a piscina, El tiempo requerido para llenar la piscina haciendo
uso de cada grifo por separado sera igual a

(4
=, l,=—. l
1 3 ] Ga (}

La primera condicidon del problema conduce a la ecuacion
1 1 13
Grghtargh=gh
Empleando la igualdad (1) obtenemos la ecuacién cuadrada

E.L)’—E‘il_ 1=0
(az gt

cuyas soluciones serdn qq—‘:% %:% De Ia segunda condicién del problema
se desprende que ’ ?
v={3:60+36} (9, + 92) =216 (9, + 7a}.
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De (1} hailamos las magnitudes buscadas:

l= 216(g,+94) =540 min (9horas),

a1
fgzﬁi%lﬂz_}=aso min (6 horas).
2
Existe una segunda soluci6n:

£, =360 min, {, =540 min,
202. Anotemos con y el peso especifico del agua y con s el drea de Ta sec

cién transversal del tubo. La presién atmosférica p, so halla con aynda de la
f6rmula

Pa="7E.

Si py es la presion bajo el pistén en su posicion superior, entonces, segiin la
ley de Boyle-Mariotte, para ol aire contepido entre el pistén y el nivel del agua,

FIG. 2 FIG. 3

fenemos que p, (b—x) s=p,hs {fig. 2). La ecuacién de equlibrin de la columna
de liquido tiene la forma p,—p, ==7v% Esto conduce a [a ecuacion

{y se simplifica), es decir, conducc a la ecuacién cuadrada

B by x4 {p—R)c=0.

De aqui hallamos que
l Y e T [ T
x=?hb+c}— V b—e L ake]

203. Sean p; y pg las presiones del aire que se encuentra bajo el pistén
en las posiciones [ y II respectivamente (fig. 3) y v, el peso especific del mer-
curio. Las ecuaciones de equilibrio de las columnas de mercuric de 12 em y x em
pe altura serdn respectivamente

76y—p =12y, }

{1
T6y—py=xY. J

La ley de Boyle-Mariotte para el aire que se encilenlra bajo el pistén da la
ecuacién

3 P
p1-297=p3 (36 —x).



Colocando agui las expresiones para py y p, de (1), obtendremos la siguiente
ecuacién cuadrada respecto a x:

2 %-64=(7e —)(36—2),

o bien
—f12x4832=0.

De aqui x<==564 V3136 832 =56+ V2304 =564 48, es decir, x=8 cm.

204, Supongamos que el reloj se adelanta en x minutos al dia. Entonces,
€] marcard el tiempo exaclo a los = dias. 5i el reloj marcase 3 min menos,

1 - :
pero se adelantara en .r+-§ minutos al dia, entonces, marcaria la lora

exacta a los 3] dias. Por consiguiente,
x—l—“Q*
31 +1“%'
x+?

de donde

x""-,'--g—:c-—]=ﬂ.

Resolviendo esta ecuacidn hallaremos que x=0,5.

205. Si x vs la cantidad inicial de los depositanles ¢ y es el porcentaje
que paga la caja de ahotros, entonces

L L L I
+rHE=r g =

Multiplicando ia primera ecuacion por n, la segunda por m y substrayendo de
la primera la segunda, hallaremos:

—gm
el L1
n—m

Volviendo de nueve al sistema inicial y reslando de la primera ecuacién la
segunda, obtendremos:

xy .
m(mhn)—;a q.

De aqui
_J200(p—q),
Yy Ta—m

206. Anotemns con oy vy v, las velocidades de los puntos v supongamos
. e p ¥ ZEROng
que sea vy > v,. La primera condicién del problema nos da la ecpacidn

La scgunda condicién sigmlica que durante el intervalo de tiempo T, el punto
que se desplaza @ mayor velocidad recorrerd por la circunferencia un caminu
el 2nR mayor gue el otro puntn. Esto nos da la segunda ccuacién

Toy,—Tv,=2xR.
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De la segunda ecuacion hallamos:
2nR

Uy =0y ——= .

T

Colacando esta expresion para v, en la primera ecuacién, obtendremos la
siguiente ecuacién cuadrada respecto a v;:

2 2nR 2R 2nR
I N

Resolviendo esta ecuacién, hallamos:

y, a confinuacion,

207. Supongamos que sea v ¢l volumen de solucién en el frasco y x, el
porceniaje de sal en la solucidn.

. o . i
A la probeta se vierte - de solucién y se concenira por evaporacién hasta

que el porcentaje de sal en désta aumente el doble. Puesto que la cantidad de
sal en este casc no varia, entonces, el volumen de solucion en la probela

o - o
disminuird dos veces y el peso del agua evaporada serd igual a Pl
Después de echar de nuevo la solucidn concentrada al frasco, en éste

habré la misma cantidad de sal que al principio, es decir, vmpcro]acanlidad

de solucién disminuvye en 2-% D¢ aqui obtenemos la ecuacion

X
‘0 x+4p
IR
e
de la gue hallamos que
r=(2n—1)p.

208. Supongamos que en el primer recipienfe habia x litros de alcohol;
entonces en el segundo habrd 30—x litros. Después de llensr el primer recipiente
t X
5 de alcohol y l-«-ga de
agua. Después de llenar el segundo recipiente con la mezela obienida en el

primero, en el segundo recipiente resultaron 30—x+m x litros de aleohol y

(I—m) x lilros de agua. Un litro de esta nueva mezcla confiene

con agua, un litro de la mezcla obtenida contenia

=i (55 litros e alcoiol
_§ﬁ- ("3{—)) Iros de alcaohol.

Después de echar 12 litros de la nueva mezela al primer reciplente, en éste
resultaron

[]——+( ) ]-j-aiu(B{)—-x) litros de alcoliol
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y en el segundo
.
18 [l—g%+(§x—o) J litros de alcohol.

Segun la condicidn del problema

X, [y . A x8
18 {l_ﬁﬁ'}'(éﬁ) J+2=u [1—%-1- Kéﬁ) ]-|.x-§6.,
de donde obtencinos la ecuacion
x2—30x - 200=0.

Esta ecuacién tiene las raices
£ =20, 1,=10.

Asi pues, en el primer recipiente hahiz o bien 201 {entonces en el segundo
habia 101), o bien 101 (cninnces en el segundo habia 20 1).

209. Supongamos que sea x 1a distancia desde la orilla de partida hasta
el punte en que C dejo el bote. Sciialemos al principiv que 4 subié al bote
a la wmisma distuncia hasia la segunda orilla (la orilla opuesta). En efecto, la
manera en que A y C vencieron e paso difiere solamente en que € al principio
lo pasé en el hete y despiés a nado y A al contrario. Puesto que los dos nadan
a una misma velocidad v, ademés, v # v, y el tiempo que pierden en realizar
el paso es el mismo, enfonces, por lo visto, las distancias indicadas deberan
ser 1guales.

Despuds de esta observacién es facil componer la ecuacién

Xx+s—2(s—x) s—x

vy v

Aqui el primer miembro expresa el tiempo que pierde el bote en vencer el
camino hasta el encuentro con A v ¢l segundo miembro, el tiempo consumildo
por 4 hasta el cncuentro con el bote.

De la ecuacion wbtenida hallamos:

(vt
=
o+,

De aqui, ¢l tiempo consumido en el pasu es igual a

S—Xx, X § vy
T T T

Observacion. Se hubiera podido resolver cl problema sin la observacién
prefiminar sobre la igualdad de las distancias indicadas més arriba. Sin embargo,
en esle caso, hubiera sido necesario introducir varias incégnitas y la resolucién
hubiera resultado mds dificultosa.

210. Designemos la distancia buscada por s km y la velocidad del tren
por ¢ km/h. En las 6 horas hasta su parada, provecada peor la acumnulacion de
nieve, el tren recorrié 6v km v el travecto restante del camino de (s—6o) km

; 5{s—*b
de longitud lo pasé en §%I—ﬁ] horas, ya que la velocidad del tren en este

t
trayecto del camino era —uv.

5
3 ; 5 (s —6v) .
En {otal el tren esluvo en camino 8+T horas {teniendo en cuenta

las dos horas de parada forzosa). Este namero de horas comstituye una hora
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més de las % horas previstas por el horario. De este modo obtenemos la

ecuacién
8-1- l+

Desarrollando un razonamiento anilogo respecto al segundo tren, compongamos
una ecuacion mas:
150 | 5 (s—6v— 150
R

De este sistema de ecuaciones hallamos que s=600 km.

211, Designando la velocidad del bote en agua muerta par v y la velocidad
de la corriente por @, obtendremos un sistema de dos ccuaciones

a a
mﬁ“ =
2b a-b
sy —To+ B TE e A g
. 1
Resolviendo estc sistema respecto a las incégnitas t‘-ll = P y tomando sus
reciprocas, hallamos:
2a+b aida—+b)

4w = —_—
i o e R R TR 5

De aqul se desprende que

2a4-b a{2a+h
T—T, Tla+h+Tu’
P [Qa +b  aatbd)
T2\T—-T, Tl+®H+Tu]"
212, Sea x el tiempo que permanecié abierto el segundo grifo, o, Ia velocidad

de salida del agua del primer grifo y w, la velocidad de salida del agua del
segundo grifo (v y w se miden en m3%h). Tenemos:

v{x+ 5) +wr =425,
2v0x =& (x5}, ‘
{o-t-w) 17 =425
De la segunda y tercera ecuaciones obtetiemos:
.x+5 50x

BLFs  Y=%is
Colocando estas expresiones ep {a primera ecvacion, hallamos:
3x%dlx—60=0,

de donde x=15h (la segunda raiz por ser negativa no vale)

213. Desi INemos la velocidad buscada del tren por v km/h y la veloctdad
Sﬁ)gﬁn el grético por o, kmjh. El tren pas6 la primera mitad del camino en
== horas y en vencer la segunda mitad y en la parada perdid la primers vez

1
10

| 10 |
m%—& horas y la segunda o_+ﬁ horas. Pero como ambas veces el tren
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llegé a B a tiempo, entonces,

1] 10 1 10 10 1
T TRETR E“T*’Tﬁ'

De ta primera ccuacion hallaremos vy
k. | )ﬁ_}_ ) _1
(Ul 10720 o (v,4-10) ~ 20°
v} -+ 100, — 2000 =0,

Esta ecuacidn tiene solo una raiz positiva v, =40,
De la segunda ecuacién hallaremos que v==60 km/h.

214. Sea la distancia AB igual a s km y las velocidades del primero y
segundo aviones iguales respectivamente a v, y v,. Entonces, en virfud de las
condiciones del problema tenemos un sistema de {res ecuaciones:

5 a_ s a
R
5 &
e a=b {
3s . g
T Ay
Hagamos
——s—=x i:g.
2v, T 2,

De la segunda v tercera ecuaciones hallamos:

5
=0, =—"5
% =0
y de la primera;
1 ]
| gt )
Perg,
v, _x 3
Yy ¥
Ahora es facil hallar que
8a sa
L= Ve=zr ¥ s=8a.

215, Sea wu la velocidad del bote en agua muerta y v la velocidad de la
corriente. Entonces tenemos el sistema
i3] a6
[ o R TR
24 ub 2

=4,

vooutt o 4—e
o u — :
Para su resolucidén hagamos —=2z. Multiplicando ambos miembros de Ja segunda
v
ectiacion por o, haflaremos:
b 72

R
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Liberdndonos de los denominadores, obtenemos:
2422 — 168:=0.

Puesto que z # 0, entonces z=7, Por consiguiente, w¢=T7v. Colocande u=Tv
en la primera ecuacién del sistema, hallamos:

86 , 96
_+@_ 14,
de donde

v=2 km/h, wu=14 km/h.

216. El camino recorrido por cada cuerpo en ¢ s se delermina por Ta
férmuia
at?
T
Para hailar v, y @ para cada uno de los cuerpos, colocamos en esta férmula

los dalos numeéricos citados en las condiciones def problema:
1) para el primer cuerpo:

5=Uyf +

para {=1 tenemos que 25=ﬁo—f——;—.
para {=2 tenemos que 50%:2vo+2zx;

it el , el e Spa
eaqma-s.t.,— GYSJ— 6 TE"
2) para el segundo cuerpo:

para { =1 fenemos que 3l}=va-.'—%,

para {=2 tenemos que 59—é—=2vo+2a;
. ! 1 i 2
de aqui a=—q, U"_30+T y ss__SnTrmT.

Cn el momento ent quie el primer cuerpo alcanza al segunda tendremos que
5, =5,--20; de aqui obtenemos la ecuacién cuadrada para la determinacion de £
{2 — 13 —48=0.
Resolviendo esta ecuacidn hallamus que ¢=16. Prescindimos de fa segnnda
rafz, va que es negaliva.

217, Supongamos gque sea @ la propia velocidad de la lancha. Entonces,
el tivmpo en gue se encuentra en movimiento la lancha sera gual a

10 4]
L e
Por la condicion del problema tenemios.
10 6

Es necesario que sea v > !, puestn que de lo contrario la lancha no podra
moverse rio arriba, Pasemos del sisfema de desigualdades (1) al sigwente sisterna
equivaienie:

(=)= iBv—4 =4 (*—1).

181



Asi pues, es necesario que se cumplan a la vez dos desigualdades:

Wt—160410
y
497 — 160 =0.

La primera desigualdad queda satisfecha si

— Vel 8
8 SVGIQ‘:_ +3Vﬁ.

La segunda desigualdad se satistace si v < 0 o biem v > 4. Pero, pueslo que
v |, tenemos definitivamente:

—
4 g gjn::_ﬁl.

218. Designemos I:vor x el volumen de agua en el recipiente A antes del
transvase. Entonces ¢l volumen inicial de agua en los recipientes B y C serd
igual a 2x v 3x respectivamente y el volumen total de agua serd x-+2x4-3x=6x.

Después del primer transvase de A a B y de B a C la profundiddad en los
tres recipientes se hizo 1gual y, por o tanto, fos volimenes de agua son entre
st como las areas de la base, es decir, como 1:4:9. Por eso, después del primer
fransvase los volumenes de agna en los recipientes A, B y C lendrdn respecti-
vanente los siguientes valores:

Lo 3, 6 12

A Tr YTamm Ty
Bx 97
YTt T

Después del segunda transvase de C a B estos volimenes se hacen respectiva-
mente iguales a

3 12 4 27 4
i:x. ?JH— !287, TX—IQSF

Despues del fercer transvase de 8 a A4 el volumen de agua en A resultd igual
ax—100 y en B igual a

A (- 100)-4 =2 (r—100),
Sumando fos volimenes de agua en todos los recipientes obtenemos una
ecuacion de primer grado respecto a x:
lx—I(]D]+‘2(x—100]+2—;x—128—;-=6x.
Resolviendo esfa ecuacién, hallamos:

2==500.

Asi pues, la cantidad micial de agua en cada uno de los recipientes era la
siguiente:
en 4, 5001,

en 8, 10001,
en C, 1500 i.

219. Supongames que el niynero buscado tiene la forma xy2t (aqui las le.
tras x, y, 2 y £ signilican cifras de los drdenes correspondientes). Segiin las con-
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diciones del problema obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente:
2412 =13,
42+ 22 =85, (1}
xyzt — 1089 =fzyx.

En virtud de la substraccién per orden, en la tercera eccuacion del sistema
(1) 6 £=9, o bien
(104-1)—9=x,

=141 2

Pero, de la primera ecuacién del sistema (1) se desprende que / < 4 v, por lo
tanto, tiene lugar la igualdad (2). Entonces, de la primera ecuacién del sistema
(1) obteniemos la siguiente ecuacion para la determinacion de #:

(12 =13,
(=2,

es decir,

de donde

De la férmula (2}, ahora se desprende que x=3 y la tercera ecuacion del siste-
ma (1) toma la forma

3yz2 — 1085 = 2zy3. 3)

Observemos a continuacién que z < 9 (st z=9, enlonces, de la iérmula (3} se
desprende que y=0, pero en este caso no se satisface la segunda ecuacion del
sistema {1)). De la férmula (3) hallamos:
(Z-- 1} ]D)_8=ya
o 5ed,
z=y—1. {4)

Por fin, de la segunda ecuacién del sistema (1) y de (4) hallamos que 2=30 e
y="7. Asi pues, el nimero buscado es 3762.

220, Al principio hallamos la distancia x desde el punio de partida hasta
el lugar de] primer encuentro. La ecuacién del tiempo de movimiento de ambos
punitos tiene la forma

a+xﬂ_! X
v Tw
de donde
_la—vhw
= —
Desde el inicio de! movimiento hasta ¢l primer encuentru pasé un tiempo
igual a
aitx

!1_,-: T .

Colocando aqui el valor hallado de x, cbtendremos:

| —wt
=0

Sea T la integral del tiempo entre dos encuentros consecutives. Entonces

vr—uwr=I|,
de donde
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Los encuentros sucesivos tendrdn lugar en los momentos de tiempo £, f, -},
f1+21, ... El momento del enésimo encuentro serd
_o—wi-+l{n—1}

‘n 1—w

221. Designemos el peso especifico del primero de los metales que componen
la aleacién por vy, el del segundo por ¢, y el del agua por y. Supongamos que
sea x el peso del primer metal en la aleacion. Segin el principio de Arquime-
des la pérdida de peso de la aleacién en el agua serd igual a

x , P—x
)
Andlogamente para los metales puros esta pérdida serd igual a
P P
':?f;"‘a’ ¥ ET‘-

Estas pérdidas son conocidas e iguales respectivamente a B y C. De aqui ha-
llamos que
¥ ooB ;A

Y1 P "‘I’: 2
Por censiguieife, la pérdida en peso de la aleacidn es igual a

B L
A =-P- I+T {P ‘-'X).

De agum
A—-C
= A

Para la solubihidad del problema es necesatio que B # C. A continuacién def

hecho de que % ¢ un nimero incluido entre 0 y I, se deriva la desigualdad
A—C
s
s B8—C Tk

De aqui se desprende ¢ue o bien B> A4 >C, o bien C> A > B. Asi pues,
para que el problema sea soluble, es necesario y suficiente que el namerc A
esté incluido cnire los nimeros B y C

222. Designemos la distancia desde el punto A hasta la desembocadura del
rio por s, la distancia desde la desembocadura del rio por el lago hasta ¢f punto
B por sy, Ia velocidad del barco (sin remolque) por = y la velocidad de la co-
rriente del riv por vy

Hace falta determinar ?'= X

De las condiciones del problema componemos tres ecuaciones:

50X s

m-{-?—bl. |
5 X

5—:,'{+°2__m’

5
—x=4I1. J
i

De la primera ecuacion lenemos que

v n__ 2
§ 122 ~x’ M)
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de ia segunda ecuacién hallaremos:

v—uy 2
s 158—x" 2

de la tercera ecuacicn obtenemos:
Y 1

s I —x" @)

Substravendo de la igualdad (1) la igualdad (2) y valiéndonos de la igualdad
{3}, obtendremos la siguiente ecuacién respecto a x

R
122—x  188—x "4l1—x’

o bien

¥ — 244y - 4480 =0.
Resolviendo esta ecuacién hallaremos:

n=20, »=224

Por lo visto, el valor %, =224 no sirve, puesto que ol primer miembro de fa
ecisacion (1) no puede ser negativo.

223. Designernos la distancia AB por s vy la distancia BC por s;; suponga-
mos a continuacién que sea v la velocidad de la lancha y vy la velocidad de
la corriente (se supone que s y s, se expresan en unas mismas unidades de
fongitud; v y vy son velocidades caleuladas por hora).

Para el movimiente de la fancha rio abajo desde A hasta € tenemos.

= el )
v U1y
Para ¢l movimiento de la lancha rio arriba desde € hasta A tenemos:

5 §

v—py ¥

=T7. 12)

Con la condicién de que en el lrozo A8 la corriente es la misma que en el
trozo BC, el camino AC requiere

S—f- 5
v4-u;
. y s+ 3§
Es necesario determinar la relacién i
iy |
Reduciende las ecuaciones (1), (2) v (3) 2 un denominador comin y multipli-
rando ambos miembros de la ecuacion {3) por v # 0, obtendremos el sistema

(s s1) v="56v (v4-v)—sv1, )
(s+s))v=To(v—uv)+ sy, i4)
(s-+s)v=>5,0{(w-+v)w

Sumando las dos primeras ecuaciones y haciendo wuso de ia fercera, obten.
dremos:

=5,5 horas. {3

2{s+sv=v(18v—u)=Ilv(v--vy).
De aqui, v==6v,. Pero de la {ercera ecuacion del sistema (4) tenemos que

H'_sl=?.5 5,
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Por consiguiente,

o e P OO 7 horas.
v—y, Ay ) ‘

224. Designemos por v la capacidad del vaso y sea oy el contenido de
acido en porcienlos en él después acl primier mezclade, o, el contenido de dcido
en porcientus después del segundo mezclado efc. Tenemos:

(t'_““"““‘?,—_a,,
U

v—a) oy +

( )v 1teg_

fe—alug a7 _

2

i Gr—1.
w—atoy +aq=,
o
- - - fv—alk=s
Multiplicande la s-ésima ccuacion por (t—J y efectuando la suma. nobte-
nemos
fe—aif a t—a , fv—a\? [o—a\k=!
| _— | 4o G =
(5 e[S (5 4 (59) =
De aqui
ju—ai®
v—a\Fk a u =
o ) Pt v—da =!
[
¥, par consiguiente,
k
Ll'—?) p—q)=r—q.
Respuesta;
P a
ES !
l— V =g
&=
225. Al hinal del primer afo el depdsito aumenté en % tublos y el depo-

sitario retiro B rublos. Por ese, a principios del segundo afo e! depdsito com-
ponia una cantidad en rublos igual a

—_ ;l ; —
P,=4 (|+m] B
Al finai del segundo afio el depésito componia una cantidad igual a
s DY mi DA 2o Y]
po=py (1415) =B =4 (l+m) 8 [|+(100+1)J rublos,
y al final del tercer ano P, = Ak? —B{] -+ #%) rublos, donde

k=l+%.



Es evidente que al final del enésimo afio a cantidad del depdsito serd igual a
Po=Akt— B (l4-k-+E .. k=),

es decir, a
__Ap—1008 p \n 1008
Pp=— _("f‘mo) S

W

Por l1a condicidn del problema es necesario haifar tal nimero n que P, =34.
Enlonces

Ap— —log (Ap—~—
o log (34p 100{3; c;g( P l(JOB,\'
Iog (| +Tﬂ_0)
El problema tiene sentido si aumenta la cantidad del depdsito, es decir, si

Ap > 1008,

th

Puesto gque, ademds, p > 0, A >0, B > 0, entonces la expresidn que figura en
la parle derecha de la desigualdad (1) tiene seatido. -
296, Al final del primer aiic en la parcela forestal habia una cantidad de

madera igual a
p -
a (l -1—100) xr=a,,
al fina! del segundo afio,

o (14155 )~ =

=

al final del tercer afio,
a2 (l—f—f%(-)) —X=gy

y asi sucesivamente, Por fin, al final del enésimo afio la cantidad de ma.
dera era

3
T ——

Es pecesario determinar x.

Haciendo, para simplificar la escritura, l+%=k, de I3 dltima igualdad
obtendremos que x=ka,.,—ag. Expresemos a,_, por su valor de la ccuacion
anterior. Obtenrdremos:

s =Rk (kA —X)—ag =Ky _y—kx—aq.
Pero,
) Qg =htp_y—x.
Puor consiguiente,
y=kdg, _ —kix—hr—ag,

Continuando del mismo modo, expresaremos por fin a; mediante 4, y obtendre-
mos la siguiénte ecuacidn respecto a x:

p==krg—x (kA1 RH=2 k) —ag.
De agui
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227. Antes del transvase la concentracién de alcohol g; era:

en el primer recipiente ¢, =1,
!

en el segundo recipiente G=75

en el enésimo recipiente dn=Ti=T"
Supongamos que después de todos los transvases las concentraciones se hicieron
respectivamente iguales a: o, Py .-, Pp Entonces, py=1 vy, siendo t > 1,
p; se determina por la ecuacion

o v
9 *§+Pr—-:§ )
gi+Pi-1 g
7 2 (i=2, ..., n)

j’.“-=

Esta ecuacion se obtiene dividiendo la cantidad de alcohol
v o
q; ‘:-2"1'-.0;- 13

que resulté cn el t-ésimo recipiente después de llenarlo con el contenido del
{i—1)-ésimn recipiente, por el volumen total v del recipiente.
De este modo,

PR, | 3 —datps b in +8n -1
=g s il o
De aqui
+‘?E =1 FPu-y
GntPa-r__ " 2 _Uu _ﬂn-1+ |
] 2 =TT T 2=
= l gp- % -3 iy
_:_%_.I_'-h;st | 'Qi"% 1';!’8 a q"‘“%n +4'?28 £ ;:2 S
AR e tommit e Frt
92 e 2!’: =1 QP: ™ :_)kr!—l Qiﬁu-s e Qﬂ—lq- 2;;_ '

Para & # 2, la Ultima suma es igual a
| !
N e Nt ]
e B BT T Nom R T

k2

Para =2, es igual a

n—1] n—l n—1
Pa="gn" +2r= =" +2ﬂ o

228. La fraccién tlene la lorma 2_"',_] , donde p es un nimero entero mayor
que cero. Las condiciones del problema se escriben en forma de desigualdades
p+2 p—3 i
A1 > 3 , i< pr pon < o

Translormemos la primers desigualdad a la torma
3o+ > p*+1 o bien 0> p*—3p—b.
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Resolviendo la correspondiente ecuacién cuadrada, obtendremos:

34 V20
==

Pr 2=

De la desigualdad 0 > p*~3p—05 obtenemos p, < p < py. Pero p, <0y p> 1N,
por eso

3+ ¥V
0‘:10(9[:—-"5-/';—‘

Es facil ver que p; se encuentra entre 4 y 4,5. Por consigulente, de la
segunda desigualdad se desprende que p, como niimero entero, puede tomar
solamente uno de los cuatro valores siguientes; p=1, 2, 3, 4. Colocando eslos
valores en la segunda desigualdad

p—3 1
< P < m.
hallamos que p# 1, p# 2 y p # 3. Asl pues, p=4, pﬁp_l':i‘!f,’
7. Problemas diferentes
229, Tenemos;
. Ty ‘
n{a4-1) (it Din+2) 77

[y
A I I I
—(:"m)+(m—m)+-'-
5 L1 )=1 1k
(n-{—k-—i nd+k) n nlk nalnt+A

230. Supongamos a! principio que x # a. Multiplicando y dividiendo el pro-
ducto a examinar por x—a y empleando sucesivamente la férmula para la
diferencia de los cuadrados de dos nameros, oblendremos:

(x—a) (x+a) (x4 02) (x* +ad)., (277 L 27

r—a
_ xi—a?) (x* +a¥) (0 a2y g ok
X~
_—a it fat). . (2T g @)
=gt (2 T A
- t—a X=—u

Supongamos ahora que x=a. Entonces, el producto que se examina sera igual a

oft

9a-26%-2a8, ,.20%" ' == Qagt FIHYH AT _ong 1m0 gng2" L
231 Multipliquemos y dividames la expresién dada por el producte

(@) (2 o) () o (22
que para lodos los valores reales de x 3 —a difiere de cero, Se ve [lécilmente

i1

"),

189



que el resuliado se puede escribir de la siguiente manera:
(0% (18 +a%) (12 4 a?) ... (BT e T
(xta) () (A at) . (27 )

En el numerador y denominador de esta fraccidn figuran productos analogos al
examinado ¢n el problema anterior. Por eso, multiplicando el numerador y el
denominador por el preducto (x—a) (x®*—a®) reduciremos la expresién dada a
fa forma

gl il LE S i ol Ml
A-2 __032 x—a x? _!_ai x% +a‘2

Mgl xﬂ"_.._,,'l"'— ¥l axta?

X

Nuestro método pierde su vigor cuando x=-a. En estos casos, sin embargo,

un simple cémputo demuestra que para x=— @ el producto es igual a gugti2" =),
y para x=a ¢l resulta igual & a®@"=1.
232, Es evidente que
Sy—Sp_1=bp, (=234, ...,7) M
¥
Sy =b. {2

Colocando ¢n la suma
by 4 Gaby b ... aphy
en vuz de Uy, by, ..., by sus valores de (1) y (2) obtendremos:
ayby+ agbgb o+ Oyl =18y + 0y (S —S1) 0y (Sy = Sa)+ ..
v b8, (8= Spm) =8 {8y — )+ Sy (@ —ag)+ ...
wigel "_sn-l (an-'l_an}"‘ (JnSu'
233. Multiplicando ambos miembros de la igualdad por 2, pasamos su parte
derecha 2 la parte izquierda. Después de simples simplificaciones obtenemos:
2 (a2 4 b2 4 *—ab—ac—be) = a® —2ab + 6% + @ — 2ac - ¢t 4- % = 2ot =
=(a—b)® +(@a—c)? 4 (b—c)*=0.
Pucsto que a, b y ¢ son nimeros reales, esto es posible cuando, y sélo cuando,

g=b=g,

234 Multipliquemos 024 b* -+ —bc—ca—ab por a-+-b4-c. Después de
stinplis computos haltamos que ¢l producto es igual a a®+b°+-¢3—3abe, es
Jocir, e acuerdo con la condicién del problema, es igual a cero. De aqui se
desprende la validez de la confirmacién det problema.

235. Pueslo que p= 0 y ¢ 3 0, se puede escribir:

()" (2) ()

100N By \? (bn‘z._
() )=
ay by \ @y by U by
aEtEa T Ty

Sumandn las dos primeras de estas igualdades y restando la tercera duplicada.

hallamos
""‘_1_*'_:)“ (a_s_i’z)"’ (?.a_&)“_o
P g + p 9 ok P9 ’



Tomando en consideracion que todas las magnitudes son reales, deducimos que

& _h_o @_4_, G by _g
g g " P g T a7

de donde directamente se desprende la confirmacion del problema.

236, Hagamos p,=ga,—a,-,. Entonces, de la condicién del problema se
desprende la férmula Pp=pPp—1 1 que muestra que los niimeras py, forman una
progresion aritmética con la diferepcia de L. Por eso p,=p;+n—2 Ahora
hallamaos:

@, =(ay—08r—1) + (@y-1—8y=2)+ .. F (=) F O =
=0t Pt A mta=0—1)p+0E—2+0—3)+. . +lt+a=

. jn—2){n— 1
w_[ﬂ-—” (ﬂg“—a;_)"'ﬂ]‘l' !'%m'

o delinitivamente
ay,={n—I) ae-—(n——2}a1+{£_—2)2‘—n:l—].
237. Primera resolucién. La relacién dada se puede eseribir en dos lotinas
Gp— Uy =P (@ — 08 —q),
@y — Py =2 (ug—1—Pa,-,)
Suponicndo que 2,—0,—, =#; ¥ a,—fa, -, =0, hallaremos que
=01, Up=Apoy
De las Gitimas relaciones se desprende que
u, =Pty  Op=0" "t
o bien

ap—aa,—1=pr-% (a,—am),
an"ﬁau- 1= =2 (az_"ﬁal}-

Eliminando de aqui a,—,, obtendremos definitivamente que

. _ﬂn—l_an—l _’—CC"_Q
" p—a p—a

Segunda resoluclon. Suponiendo en la relacidén inicial que n es sucesiva
mente igual a 3, 4, ..., hallaremos:

. az—aﬂﬂ" .

o —f2 a—B

ay={(a+f) e, —afa = o—F a,—af rx—ﬁa"
z__R? —H o
“4*‘*(‘1+ﬁ}ﬂa'“aﬁa=={ﬂ+ﬁ)aa_g Ue—aﬁa:_l; a,—prHﬂf:
w__pn 2 __ A3
='ma_§ a,— QB—E\ [+ 19

Ahora, es facil demostrar por el mélode de induccion completa que la 1onnula
general es
aﬂ—l__ﬁn-] an-e_ﬁn-z

G==—0"p a;—afl P a.

238. Tenemos que %, - X, =23a, ¥ ¥,=a% Por eso

x‘i’ + x§=[$1 + xaj“ —Qx;x, =Ta? ='£"|
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de donde a’=-:-. Por consiguienle, son posibles dos valores de a, a saber:

a; =-2" ’ Qg=-— '-2—.
239, Hallamos:
Y1 =¥y + %)* —2xyx, = p* — 20,
g =%y + X9)—8 [y + xg) Xy, =— p* +3pg.

Los coeficientes de la ecuacidn cuadrada g*+ ry4-s=0 cuyas raices son ¢, ¢ g,
son iguales a

r===(y+4,)=p"—p*—3pg +2g,
s=yy,=(p*—2g) (— p*+3pq).

240 Tenemos que x; -i—x,=-£-, xlx,=% . Con ayuda de estas férmulas
hallamos:

-I__L_l__(x|+x2]’—2x1.t,_b‘—2ﬂc
54 i ¢
) ! b c\? c\*
A b x4 xd = (] +x) —xixi= ka—,—ﬁz) —(—a-) :

241. Supongamos que para todos los valores de x

(@ + by %) + (B +bax)* +- (a5 +gx)? = (A 4- Bx). 9]
donde 8 # 0. Suponiendo que sea x=—-g, obtenemos:

(=t ﬁ—)’+ (aa—ts g-)'-q- (a,—ba%)z=0.

Puesto que todas las magnitudes son reales, de aqui se deducen tres igualdades:

ay=hby,  ay=Mb, a,=Mb, (2
donde i,.:%. Ademas, en este caso, debe cumplirse la siguiente condicion:
by 4 b5+ 0% £ 0, )

de lo contrario, los tres nimeros serian ceros y el primer miembro de (1) no
dependeria de x.

Supongamos ahora que, al contrario, se han cumplido las condiciones (2)
y (3): entunces

(@) +by2)® 1 (ay + bux)t - (g + bgx)? =61 (A 52+ b} (A+ x)2+ b5 (A 5)* =
=WV B+ 403+ V o6+ 632)%

y, por consiguicnte, la suma expuesta en el probiema representa ¢l cuadrado de
un polinomio de primer grado. Asi pues, las condiciones (2) y (3) son necesarias
y suiicientes.

242 Designemos las raices de la ecuacién por xy y x,. Entonces %, +x,=—p,
XXy =4¢.
! *5) XL ¥ ¥, son negativos, entonces, es evidente que p>0 y ¢ >0. Si
2 =a+1f, 2’ <0y P 0, entonces, x,=o—iff y oblendremos que
; p=——Xg=—2u >
’ g =xxg=02+f% > 0.
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Supongamos que, al contrario, se conoce que p >0y ¢ >0 Entonces, en
el caso on que x, v X, son reales, de la igualdad x,-x,=¢ se desprende que
X ¥ % son de un mismo signo y de la igualdad x;+4-x,=-—p sc deriva que
las raices son megativas. Si xy=a-+1, x,=x—if, § # 0, entonces, x; +x, =
= —p==20, y por consiguiente, o es negativa.

243, Puesto ?uc las raices de la ecuacién x*4-px+g==0 son positivas, el
discriminante de ls ecuacién es

D=pt—4g=0, (h
y los coeficientes satisfacen las desigualdades
p=——xy — ks < 0, {2)
g=xx > 0. (3
Supongamos ahora que g, ¢ y, son las raices de la ecuacion
9+ (p—2rq) y+t—pr=0. )

El discriminante de esla ccuacién cs igual a
Dy=drigt 4 p*—4dg

y en virtud de (1) no es negative cualquiera que sea el valor de s. Por con-
siguiente, y; e ¥, son reales para todos los valores de r. Tenuendo en cuenta
(2) v (3). por las formulas de Viete, para r=0, obtenemos que

{—pr
Yy == qP >0 (5

y. por lo tanto, g e y, son de un mismo signo. A conlinuaci6n,
—2r
ntiy=— p—qi >0 (6)

y, por consiguiente, para r=0, y, e y, son positivos, con lo cual el problema
queda demostrado.
Es evidente que la afirmacion es justa si se exige que sea sumultaneamente

l—pr>0 y p—2rg <0,
es decir  que

I
>F’ 7
r> "2% (8)

Asi pues, para los valores negativos de r que satisfacen las condiciones (7) y (8),
Y, € yy son positivos. Cuando no se cumplen estas condiciones, une o ambas
raices de la ecuacién (4) no son positivas.

244. Supongamos al principio que p = 3, Para que las raices de una ecua-
cién cuadrada con coeficientes rcales sean también reales es necesario y sufi-
ciente que el diseriminante D de esta ccuacién no sea negativa. Tenemos que

D=4pt—24p (p—23)=4p (18 —5p).

Por eso D=0 cuando
0=<<p<<B86. (1)

Las raices reales x, y x, scran positivas cuando, y solo cuando, su suma y su
producto sean positivas, es decir, cuando

6p
—d

>0, 2)

2p
Xy - Xg== P—3 >0, .xl-x,:IIIJ
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El sisteina de desigualdades (1} y (2) se satistace en el caso en que
J< p<c3b
Observemos ademas que siendo p=3 la ccuacién examinada en el problema

tienc una sola raiz x=3 > 0. Por esta razon, lodos los valores buscados quedan
determinados por la condicion

3<p<it

245. Demostremos la afirmacidn por oposicion. Supongamos que sea a # 0,
Entonces, para las raices x y x; tenemos:

— b4 FiE—dalc+R)

2= Jn

Examinemos ahora dos casos:
1) Supongamos gue sea ¢ > 0. Elijamos & de tal mode que se cumpla la
desigualdad
b‘.‘.
T
}da &
En ecste casu, ¢s evidente que *—daic--1) < 0 y, por consiguiente, la ecua-
cion dada ticne raices irreales.
2) Supongamos que a < 0. Entonces, con la condicion de que A > —c,
tenemos:

— b+ VE—daic+2) >0

—b+ VB—daeth _,
2a 7

y, por lo tante, la raiz

Asi pues, ambas admisiones conducen a una contradicién. La afirmacién queda
demostrada.

246, Las raices x, , de la ecuacién x*4-x-} 1 =0 satistacen también a la
ecuacion x¥—1=0_ Por eso, x{"a=x]" 3=2x" ;= 1, de donde se deriva la afir-
macion.

247, Colocando ¢l valor de y de la scgunda ecuacién en la primera, obten-
dremos la ecuacién
2ax® 4 2{ah4- 1) x4 ak? =0, (1)

que, por la condicion de! problema, liene rtaices reales para todos los valares
de %. Demostrenos que en este caso a=0. Supongamos lo conirario. Entonces,
para el discnminante D de la ecuacién cuadrada (1} es justa la desigualdad

D=4 (ah+1)*—8a*A2 =0 {2

cualquicra que sea ¢l valor de A, La parte izquierda de la desigualdad (2) tiene
la forma
— 422 8L+ |

y para valores lo suficientemente grandes en valor absoluto de X es negativa.
Por ejemplo, para 7»=lzu ¢l miembro izquicrdo de la ecuacidn (1) es 1gual
a—321 Esto conduce a una contradicion.
248, Co la forna reducida, la ecuacion dada liene cf aspecio
¥ —(p g+ 20%) x4+ pg+ (p+g) @ =0,
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Caiculando el discriminante £ de esta ecuacidon cuadrada obtenemos:
D={p+ g4 2a"2—4{pg+(p+g) e®)=(p—q)*-4a*.

Puesto que D=0 para todos los valores reales de a, p v ¢, la ecuacién cua-
drada, y al mismo {iempo la ecnacion inicial, tiene raices reales

249. Examinemos e! discriminante de la ecuacién cuadratica dada
D=(p*+a?—ct) — 4ot =
= (b} g —¢? —20b) (PP -0 — 2 - 2ab) =
={{a—b? =2 [la+62—2).

Puesto que a-+b>c y |a—b| <ec, entonces, (a--bp > y (a—b)* <A
Por consiguiente, £ < 0.

250. Por las fdrmulas de Viete (véase la pdg. 12) tenemos.
fiba =2 rxphrgtina=I1 xorn=—L
Valiéndonos de estas iguaidades, obtencmos:

Yy =KXy + KXy Xpxy =1,
s+ Yalty - Yoty = X1Xg X5 (%1 + X b g} =—2,
thifells = (XXt = 1.

Por consiguiente, 1a nueva ecuacidn tiene la forina
gt — 2y~ 1=0,
251. Sobre la base de la férmula de Viele fenemos:

Ky xy Xy =1,
nxy+ g+ xgx =0,
riksx,=1,

En virtud de estas igualdades
nityta=2{n+x+x)=2
Puesto que gy =1—x;, yo=1—x, e y3=1—1x;, entonces,
yaa + gaya + path = (1 =21) (1= 2a) {1 =x3) (1 = xg) +
F{1—xg) (1 —xp) =32 (%) 52+ X3) F 0%, Xoxy + 5y 55 =1
y, por [in,
giaa={1— 1) (1 —%) (1 —x}=—1L
La nueva ecuacién tiene la forma
F#—%t Ly =0
252 Supongamos gie sea
n=p—d, KR=p, KH=ptd
Entonces, x, 4%, +x,=3p; por otra parte, por Ja tormula de Viele v 4 x, -
+ %, =—a. De aqui 3p=—a vy, por consiguiente,
a
%:p:—?.

Colocando esta ralz en la ecuacién, obtenemos:

() {3 45(- e
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de donde

s 2 a
r=— 27{1—]— ab

2563, Supongamos que x; >0, xp >0, xy >0 son las raices de la ecuacién
dada. Ateniéndonos a la indicacion, estudiemos la expresidn
{4y + Xg— 5] {2+ 25— X} (X5 + 1y — xy). (n
Para que con los segmenios de longitudes x;, x, y x, se pueda construir un
triangulo es neccsario y suficicnte que
1y - Xy — Xy} (g4 X3 —xp) (g + 1 —x5) > 0. (2
Este hecho fue demostrado en la resolucion del problema 106
Para obtener la condicion planfeada en el problema, cxpresemos la parte
izquierda de la desigualdad (2) por medio de p, ¢ y r. Con este fin, valgdmo-
nos de la dependencia enire las raices y los eneficientes de una ecuacion
Ly Xy=—p Nk X%y XK=,
KXgXg=—r
Escribamos ahera la condicién (2) en la forma siguicnte:
i—pr—2%3) (—p—2x) {(—p—2x,} > O:
de aqui
—p—2p% (%) -+ Xy + xg)~— 4P (X35 + XXy 4 XXg) — By xoxy > U
¥, por cansiguicnte,
pt—4pg+ 8r > 0.

254. Sea ¥y la raiz comiin de las ecuaciones, Colocando x4 en ambas ecua-
ciones y substrayendo una ecuacién de la otra, hallamos:

r=Ba—h g
M= P

Supongamos que x*|-ax+b es el cociente de la divisién del trinomio
“4-px+q, por x—x, Entonces,
Bt px+ gy =(x—xo) (x4 ax+ b},

lgualando en esta wdentidad los cocficientes de x* a los términos mdcpendtenles.
hallaremos: a=x, ¥ b=—¢;/x,. De aqui se deriva que las ofras dos rajces de
la primera ecuacion se determinan por la férmula

p TR0 1/ At

Xea

¥ las de |a sepunda ecuacidn, por la iérmula

/S gy
—xni]/ xa+z
2

255, Es facil comprobar que para h=0, las ecuaciones no tiemen rajz co-
miin Sea x, la ralz comiin de lasecuaciones para cierto valor de & # 0. Entonees,
Aep—xp—x— (A + 1)=0, i

hxh e Xy {h - 1) =0.

196



Multiplicando la segunda ignaldad por x, y restandola de la primera, hallaremos.

A1
ro=2= @)

Asi pues, si existe la raiz comin, ella esta enlazada con 2 por la férmula (2)

Se puede comprobar facilmente que la fraccidn efectivamente satisface a

ambas ecuaciones (por lo visfo, es suficiente establecer este hecho solamente para
Ia segunda ecuacion). Asi pues, las dos ecuaciones {1 lienen una raiz comun
para cualesquiera valores de X 2 0. Esta raiz se determina por la formula (2)

256. Primera resolucidn. Supongamos que x;, x, ¥ x; sun las raices del
polinomin P (x). Por las iérmulas de Viete {enemos.

By Fxg-baa =0,  xpx b mx g =p,
de donde se desprende facilmente que

4+ X3+ x5+ 20=0.

Puesto que x;, X, ¥ X, son reales y dificren de cero (g # 0. entonces, vj4
+xi4+ x>0y, por consiguienle, p < 0.

Segunda resolucién. Se ve ficilmenie que entre las tres raices del polinomio
P (x) habrd dos desiguales. En el caso contrario P (x} representaria un cubo
exacto! P (x) = (x—xp)%, lo que, evidentemente no tiene lugar

Supongamos ahora que x; y X, son dos rajces desiguales del polinomio y
sea x, < X,. Supongamos, al contrario, que p==0; entonces, x5 < x3 y px; < pxy.
De aqui se desprende:

P o) =xi+pry4q < x5+ pxy+a3=0,

puesto que P (x;)—=0. Llegamos a la conclusidn de que P{x)) < 0. Esto con
iradice a que x; es la raiz de P (x). Por consiguiente, p </ 0

257. Supongamos (le X,, x. ¥ x; son las raices de la ecnacidén dada, En
virtud de las formulas de Viete tenemos:

L1y - X005 4 XXy =0, )]
X Xaxy =15 > 0. 2)

Supongainos al principio que Jas fres raices son reales. Enfonces, de la condi-
cion (2) se deriva, que, por lo menos, una de ellas es positiva. Si al mismo
tiempo resultaran posilivas dos raices, enfonces, en virtud de la misma [or-
mula (2) deduciriamos que la tercera raiz tambien ¢s positiva, lo que contra-
dice a la condicién (). De esie modn para el caso en que las tres raices sean
positivas el problema queda resuelto.

Admitamos ahora que x; es una raiz irreal de la ecuacion, entonces, como

es sabido, la ccuacién tiene una raiz compleja conjugada x,=x,. Puesto que
en este caso xyx;=x%; > 0, de la igualdad (2) oblenemos,

x,———L_ >0
£ 4

Con esto la afirmacidn queda complelamenile demostrada

258, Sean o, #, yy las raices de la priniera ecuacion y a, f, y, las raices
de la segunda. En virtod de las formulas de Viete tenemos

ot-pty=—a, )
aﬁ?l —— '89 (2]
o+p - T2 =0, (3)
afiy, = —12. {4}
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De las ecuaciones (1) v {3) oblenemos;

Y1—Va=—a {5)
y de las ecnaciones (2) ¥ (4) .
Y1
h_=. ®
Y. 2 /
Resolviendo conjuntamente las ccuaciones (5) y (6), haliamos:
yi=—3a, y,=—"2 (7

De este medo, si para ciertos valores de @ y b las ccuaciones tiemen raices co-
munes, las terceras raices de estas ecuaciones sc determinan por las iérmulas

(7). Colocando y,=—3e en la primera ecuacién y yo=—2n en la segunda,
vhienemos:

— 1803 +18=0
¥

— gt —2ab 4+ 12=0,
Dc aqui se determina el fnico par de valores reales
a=!, b=2 &
Colocando estos valores en la ecuacion hallaremas facilmente que

¥ -b x4 18={x4-3) (+* —~2x -0}
¥
X2 F 12 =(x+2) (x* —2x +-6).

Por consiguiente, para los valores indicados de a y b, las ecuaciones tienen
efectivamente dos raices comunes. Estas raices se determinan por la formula

X a=—14d V5.

259, Designemos la parle izquierda de la igualdad por A. Tenemos:

A= 14 F343 ) 018y 22 /20— 14 Y 2+
Y BV e/ =AY -1 2=
= 4043/ 400—2- 1424 =40+ 64

A_SL pues, la parle izquierda de la igualdad a demostrar satisface a la ecuacidn
cunica

P—br—40=0. 0]

Es facil comprobar que para x=4 la ecuacidn (1) se satisiace. Dividiendo la
parte izquierda de |a igualdad (1} por r—4 oblendremos la siguiente ecuacidn
para la delerminacion de |as ofras dos raices:

i dx 4+ 10=0.

Esta ccuacion Lienc taices mrreales, puesto gue su discriminanie D= —24 < 0,
Por lo tanlo, la ecuacién (1) tiene la2 Gnica raiz real r=4 y pueslo que 4 es
netoriamente un namero real, entonces A=4, con lo cual el problema queda
demostrado.

260. Es facit ver que la expresién que sc examina se reduce a cero si dos
cualesquiera de los numeros @, by ¢ son guales entre si. De aqui, segin el
feorrina v Bezn, se desprende que debe dividirse sin resto por cada una de las
diferencias

{h—e), {e—a), (a—b).
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Esto sugestiona que la expresion dada es el producio de lus faclores indicadus.
Efectivamente, tenemos:
et {c—b) b2 (a—¢) + b —a) = afe—ath FbRa— bRt — P
=a? (¢—b)—a (E—b*) 4 be (c—b) =(c— b} |a* — ac —ab+ be|=
={e—b}|a (a—c)—b ([@a—c)] ={c—b) (h—ai{c—a). in
Puesto que a, b y ¢ son por pares diferentes, la afirmacian queda demostrada
261. Observemos que para x==—y la expresion dada sc reduce a cero. Por
consiguiente, por el teorema de Bezu, se divide sin reste por x4y Para elec-

tuar Ia division representemos y-p-y-4-z en forma de lo suma de dos sumandos:
(x+y) y z. Elevando esta suma al cubo obtenemos.

(6 )+ 2P — s — =23
=+ +3 )z L3 xdn - —pi=
=3x f-yH2* +z (x4 4} - xy).
El trinomio cvadrado respecto a z, que figura a la derecha cutre corcheles,

puede ser ficilmente descompucsto en factores, puesto que es evidente que sus
rajees son —x y—y. Como resultado oblenemos:

(x+y+ 2P ——pP =3 x+- ) 2+ 2 @ +w

262, Multiplicando ambos miembros de la ignaldad  dada  por

abe (@+b+¢) la reduciremos a la forma
{ah-be -+ ac) (a4 b c)—abe =0.
Abriendo los paréntesis, obtenemos;
ab 4 2abc+ a’c +ab? 4 b be* 4 act =0
El primer miembro de esta igualdad se descompone ficilmente en [actores
a? (b4¢) + ab (c+b)+ac (b ) -+ be (b 4y =
=(b--¢) (a* -+ ab+ac--be) = (b-|-¢) {a+ b) (a -} ¢)-

Pucsto que el filtimo producto es igual a cero, entonces, por |5 menos uno de
los faciores es igual a cero, de donde se deduce la afirmacion del preblema.

263. Scan & y B las raices del trinomio cuadrado x*-kpx+g. Si ¢l binomio
#—1 se divide por ¢l Irinomio indicado sin resto, entonces, o y ff son raices
del binomio, Se ve facilmente gue cs justo también lo opuesto si @ v B son
raices del binomio ¥*—1, entonces, éste se divide por x*+4-px ¢ sin resto*),

Las raices del binomio x#—1 son los ntmeros i, —I, 1, —i. Por eso,
tiene lugar la descomposicion
(=) =(x—1} (x4 ) (x—1D) (x+1) {1}

En virtud de lo dicho mds arriba los trinomios que nos interesan pueden
ser solamente aquellos que representan un producto de los dos faclores que
figuran cn la parte derecha de (1).

Componiendo todas las combinaciones posibles hallaremos €y (4) =0 trinomios.

=1 (i =g —1,
(x— 1) (x—i)=x*—(1 -0y x4-1,
(=t i)=x*—(0—i) x—i,
x+Dx—0=x*-(l—1) x—1i,
(D=2 (i) x4
(x—i) (x4-i)=x241.

Con estos por lo visto se agolun lodos los trinomios buscados.

*} En esle caso, si a=P, ¢l nomero o debera ser raiz multiple también
del dividendo.
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264, Representando el polinomio dado en la forma
Ml —ax (x4 —1),
dividamoslo por la diferencia x—| valiéndonos de la formula

R41
e x st *

x

Como resultado en ¢l cociente oblendremos ¢l polinomio
pi=lgepn=tgp | fxd J—ax x-St | x4 ]),

Para que esle polinomio se divida por x—1 sin resto, en virfud del teorema
de Bezu debe cumplirse la igualdad

n—a (n—2)=0.
Por ¢so la divisibilidad liene lugor purs cualquier nimero entero positivo

n
>y g=—

n—2
265. De las condiciones del problema se desprende que
play=A, \
p(h=8, m
ple)=C. J

Dividicndo o polinsmio p{x) enfre (x—a) (x—4) {x—¢), representémoslo en la
forma
Py =(x--a) lx—b} (t—c) g (X} 47 (x). 2

Es vvidenle que rix) ¢s un polinenno no superior al segunde orden.  Escribién-
dolu en Ia lTorua
rix)=I{x* fmx+n, ®)

caloquemos ¢n la identidad (2) sucesivamente x=a, x=1J, x==c. Zn virtud de
la 1gualdad (11 ubtendremos el siguiente sistema de ecuaciones para la defer-
rminacion de los cocficientes £, m v n del polinumio (3):
la’+ma+n=A.l
tb‘—i— mb~i— n==58

: 4)
e 4me 4 oe= C.j

Resulviendo este sisterna haltaremos:

z__mfA —B) (b—e)—(B—C){u—h)
fa—bi(b—<)la—r) :
A =B (B = — (B (1 1 - Y
(a—b) (b—c) e —ayp
i 0¥ (Be=ChY 4 a (C1R - Bty + A (B0 —Ch¥)
fa—li(b—d e —a) .

n .

Observacién  Para x=a. x=b y x=¢, vl polinomio buscado r(x) {oma
respectivamente Ins valores A, 8 y €. Es tacil comprobar que tal polinomio,

* La lormula (1) se comprueba con facilidad directamente, es mas, clia
oineide con la formula de la suma de & términos de uma progresion geomé.
rica.
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no superior al segundn orden, cs el siguiente:

(x—bx—c)  plx—a) (x—ac), . (x—alix )

a—mia—c  (b—a)tb—¢ ' lt—alle —1 )

Puesto que el sisfema (4) tiene nma sola solucion, enionces, cxiste solamente
un polinomic con la propledad indicada y, por consiguwnte, r (x} coincide von
el pelinomio (5).

266. Por lo visto, la farmula es justa para n=1. Supangamos que la for-
mula es jusia para cierle numero #;, demostremos qie culonces ella serd tam-
bién justa para n--1. Designando por S, lu suma que figura cu la parte 1z-
quierda de la férmula a demostrar, tendremios:

Nin w3

(L2 dn- 104
Sn-HWSn'!" +2( — = !

_ (0 jin D1l 4 D42)

5]

De agui, de acuerde cop el métndo de induceién matematica, se deriva la vali-
dez de la férmula para cualquier valor entero positivo de s

267. Sea S, la suma gue figura en la parte izquierda de le férmula. Para
n==1, ambas partes de {a férmula coinciden. Demosiremos yue i la férmula es
justa para cierto nfimero #, entonces serd también justa para n- 1. Tememos:

Sn+1=S,+{n+ 1y —_f_.{.ri.!l{_%:'.i}_}.m—k 1=

D@ T b8 e D2 b B4 3in 2 2]

— 5 - Bl
_dn-klijing D b I lZn-} 1Y41]
- [ ¥

Por consiguiente, la formula es justa para cualguier o entero positivo.

268, Pura n=1 es facil convencerse de la justeza de la alirmacién. Suprn-
gamos que la férinula sea justa para cierto valor de n= 1 Designeinns por S,
ia suma que figura en la parte izquierda de la idrmula Tenemos
Spr1=8, I

a1 = o O T R ot 1 3)
A(n+3 1

STt e | D |'m | Liin +21m+3) 7

De aqui
R I IR L o 0 1 L A
Fre ot ain+d dmEnm o3

Sper=

_intlifin=- N3]
Tdpn - s e By =270

Por consiguiente, I farmnla es jusia para cualquier valor eniero positivo de n.

268. Por lo visto, la formula ¢s justa para n= L Supongainos que ella sea
justa para cierto valor de a== 1, es decir,

{eos y 4 ¢ sen (7 = C0s 1y ~+ [ sen Ag. {1

Para convencerse de la justera de lo tormuls para a4 1, multipliyuemos ainbas
partes de (1) por cosq-4-iwen . De acuerdo con la regla de multiplicacion e
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nunieras complejos, obtendremos:
{cos 41 sen gyt 1 F o {cos o |- & sen ng) {Cos @ — i sen @) =
={ons af cos  —sen g sen @} -1 (cos Ag sen ¢+ sen AGens ) =
=08 (n+ ) qg-fisen(n+ 1) .

Por consiguiente. la férmula es justa para cualquier valor entero positivo
de n

270, Ts evidente que at+b=1 ¥ ab==—1, Aprovechando esle hecho se
puede escribir gue

) o oghd T gl _ll_ﬂnb_bn-t--l afttl gl gh—t -1
dy=ay la- f)=- =

=

] T F¥5 )
o bien
Oy =841 — 1.

de donde

Apiqy=itg~ Qp_).
De agui se dediee que siopara cierln valor de n, los nimeros a,_ v a, son
cileros y posifivos, entonces, también a, , ¥, por consiguiente a4y, @ppme .on

serdn mimeros enteros v positives. Pere como &, =1 y @, =1, por Io tanto, para
n > 2 tndos los valores de e, serdn enlerns y pasitivos,

271, Para n —1 la designaldad es justa. Supongamos que sea justa para cierto
valer de #  Multiphcands ambas partes de csta desigualdad por 14-a,44 2> 0,
hiatlaremos que

“_'"al} ll'i'gi.l . ll_‘ ‘lr:}(l'l_fzrl‘f‘l};:l[_[' L e (l+0'".| W=
sl lay |y =@yt ag e @8, Gl gy By

Puesto que Ta sinma aji,4 +ay8, 4y a8,y 2> 0, entonces, de aqui se
deduce que la desigualdad también es jusia para a--1.

272. Ante tudo nos convencemos de que la [ormula es vélida para n=1.
En electo, para n=1 la formula tiene la forma

@t oy =) @@+ () @ G (1
Valiendose ahora de la definicion de polencia generalizada, se hace evidente
que ambas paerfes de la férmola (1} son iguales a a-} & y, por consiguiente,
efectivamente tiene lugar la igualdad.

Supongamos aliera que la formula cs valida para cierlo valor de n y de-
mostremos qiie <era fambién vélida para a4 1. De la delinicién de potencia
generalizada tenemes
(@t0hy i fa 1 Btk b—n) = (5] @0 0t (}) @1 Gaor bt

_"ﬂ\. i _rn‘.
) @ gt et () @0 0| -b=n)

Abtiendo aqui lns corchedes, {ransformeinos cada eno de los #-+ | sumandos por
la farmula

(7 ) @hlbhg lath—ri={ } | @ By l@—B)+—n i K] =
= 'L;:] (i (@ —&) {b)p-p+ l ' ._} lay, W)y (h—n |- R} =

= (&) e 1Ohmpt () @ Onogrr =0, 1, .oy ),



Como resultado obtendremnos:
Sy F Y . S A —
@+8ns1= ) 1@ Ot () @ Basr +{ ] ) (@0 Bumi -
/n : iny n* hi
+ k l) (wh B g+ 1\#;} (@1 Gln-p+ (k) @ by pyy .o +
+ (%) @y e+ () ) @ Oh
Después de reducir los {érminas semcjantes tendremos
@+ 0huer= (g ) @o s+ (§)+ (T) ] @1 w0t
+[(5)+(3) ] @ Ornmst o+ [ () F (1) ] e st +
+ | L2 )—I- ((”\)'-l 2y iy 4 () @pey Bhe.
_wn—1 R [T N S ’
Aprovechando, a continuacién, ¢l hecho de que
Y __ a1y ay _ a1y
@)=Cs"=r G)=GEi)--

y la identidad ficil de comprobar
it noN_ fn4-I
k)t (Jc-f— 1) = (k-{— L)
obtenemos:
@t =("F") @ @ra+ ("1 ") @y 00+
) (@), 8, +

+ ("5 @i+t (FL1) @ar rumat o+ (1)
+(2F1) @urs 0.

- 1Y

Por consiguiente, hemos demosirado que si la Srmula, expuesta en la condicién
del problema, es valida para cierto valor de n, cntonces es fambién vilida para
n-f- 1. Pero efla es justa para n=1, por consiguiente, de acucrdo con el método
de induccién matematica completa, es vélida para lodos los valores enteros
positives de a.

273. Sea r(f) la dislancia entre los trenes cn el manento de biempo ¢,
Enionces
Ay =(@—v ) 4 b—oyt = (o} o) 12 —2 tav, 4-buy) £+ 0t b2

Cbservemos que si r2(f) lienc el valor minimo para f=/, cntonces, tambien
r {f) adquiere el valur minimo cuando f=={, Es juslo y viceversa El problesa
se reduce a la deterininacion del valor minimo del trinepin cnadrado r2 (),
De acuerdo con la Frmula (4} en la pag. 47 el valor minmo de 7* () y,

por consiguiente, de r{f), se obticne en el momento de tiempo

av, T by

vit-vi
Valiéndonos a continuacion de la [érmula (3), hallamos [a «istancia minima
oentre los irenes:

i 1/ a2 4-b%) (of + 0d) — 4100, 1-bot  favg—bu |
: 4 (v - vi} R

ty=




274, En ¢l momente de tiempe § el oachie se enceentra a la distancia de
40 ¢ kin del punto A y la molocicleta a Ja distancia de :222!3--}—9 km del misine

punte. Por cunsiginente, |4 distaneia entre ellos ¢s igual al valor absclnto de la
diferencia 16/* - 9—40/. Designando esta diferencia por g (¢), tracemos el grafico
del trinomuo cuadrada gt} (Tig. 4). Este grafico representa una pardbela que,
l e 4

para los valores £, 7 ¥ ty —2T, interseca el eje £ Del grafico estd cluro
que la ordenada de mayur valor absofuto ¥, para la condicion 0as7 =2, co-
rresponde al vértive de la parabola. El vértice de
ta parabola se encuentra en el eje de simetria gue
criza ¢l eje £ en el punto

g _htts b

A ke
Asi pues, ta distancia maxima cutre el fren y la
motacicleta se alcanza al caho de | hora 15 minutos
despues de igiciar el movimiento y es igual a 16 km

275. Designemos la expresion que se analiza
por g y lransformény sla de la siguiente manera:
y=2log? x4 12 2log? x (2log B—*log x) =
~Hog? x (Hlog? x— 122 log x+-36)=2log? x (6 —2log x)2,
Hlagames a continuacién flog x =z, de modo que
O=czsch, Entouces, el problema se reduce a la
determinacion del valor miximo de la variable

y—2z% th—z).

ric. 4 Es suficiente hallar el valor maximo de

z{6—2) con la condicion de que O=2z<C6. puesto

que cuanto mayor es un nimero positivo lanto mayor €5 el cuadrado de este
mimero, El trinomio cuadrado z (i—2)= —{z—3F +9 alcanza su valor maximo
para z=23. Asl pues, el valor maximo se consigue cuandoz=3 y es igual a 81,

276. Primera resolucion, Por lo visto cs suficiente examinar solamente los
valores positivos de x De acucrde con la conocida desigualdad (3), pdg. 22
tenemos:

ax®+b

2
Por consigulente para todos los valores de x = 0

<V axtb=x }ab )

£ X i
eF b oV ab YFab

y= 2)

Puesto gue (1) pasa a ser uga igualdad ceande ax?= b, entonces, para

. h teneios
Xp— 5 lenemoz
w; {3’\
v
En vittud de {2) éste es precisamentc ef valor maximo de la tuncidn.
Segunda resolcion. Resolviendo la relacion
X .
= *
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respecto a x, obfendremos:
K ¥ T—aby?

2oy ®

D¢ la idrmula (5) se desprende gue para todos los valores reales de x debe
cumplirse la desigualdad 1—4aby® == 0. De aqui

= I (8
Yoo ——r—-
2V ab
Puesto que para cierto valar real de x, la funcién {4) adqueiere el valor
! o b

Yo == 2 Vb (dc la formula (5) hallamos que x,= l/-&— J. cntonces, on vir-
tud de (B) este valor es el masimo.

277. Por medio de las transformaciones evidentes, obtenemos,

i 2 2
—_x—l-{-m_—2+ [x+i+xm§—1]

x+1

En virtud de la desigualdad (3), pag. 22

2 . ]/ 2 ~
"‘*‘Hle'ﬁ? (x+l)_f£:{-_11-=2 V2, )

con la particularidad de que el signo de igualdad en (1) tiene lugar solamente
en el caso cuando

2 ) - . G
I-}-x=m, s decir, para xp=F Z—1.
Asi pues, para todos los valores de x, =0
241 I
L g
L i A @

y el signo de igualdad en esta férmula tiene lugar cuando
i= }’,2—— L
278. Tomemos el eje numérico ¥ marquemos en ¢l los puntos 4, B, Cy D

correspondientes a los numeros a, b, ¢ y 4. El punto con la abscisa variable x
lo designaremos por M (fig. 5). Examinemos los cinco casos siguientes,

Fl1G. &

1) x < a; cnionces
¢ () =MA+ MB+ MC-- MD=AB+2MB }2BC {-CD.

De aqui estd claro que g {x) adquirird su valor minimo en el caso en que el
punto M coincida con el punto A y que este valor serd igual a

3AB4-28C+-CD.
2) a < x=b; en este caso
pr)=AM+MB+MC+MD=AB+2MB |-2BC--CD.
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La funcién ¢ {x) adquierc su valor minimo cuando el punto M coincide con el
punto B; este valor es igual a

AB+2BLACO

3) b x=<¢ pars eslos valores de x la funcion g (x) es constanie e igual a
AB+2BCHCD.

4) csx < d; la funcién g (x) adquicre su valor minime para x=r; este

valor es también igual a
AB4+2BC+CD.

§) xzz=d; ¢l valor minimo de la funcion ¢ (x) c¢s igual a
AB 280+ 3CD,

Comparando los resultados oblenidos vemos que el valor minime de la
funcién ¢ (x) es igual a AB42BC-+CD, o bien

b—a+-2(c—b)fd—c=d+c—b—a.

La luncidn ¢ {x1 adquicre este valor en el caso cuando
b xec.

79. Sea s o médule y ¢ el argumento del nimero complejo z (r =0,
Desy < 2n). Cntonces, z=r (cos ¢+isenq) y Ia ecuacion dada toma la forma

r2(cos 2¢A-§ sen 2@y r =0,

De aqui, ¢ bien r=0 y z=2,=0, o bien s cos 2+ L 4-ir sen 2¢ =0y, por con-
sigutente,
sen Qq1=0, }
recos2g41=0.

A {a pritmern ccuacion [a satisfacen los valores ¢ =0, n/2, n, 37/2 y puesto
gue en virtud de la segunda ecuacidn cos 2 < 8, quedant salamente los valores

n ' v
=%y =372 Ademas, de la segunda vcuacién hallamus en ambos casos
que r=1, asi que ublenemos dos soluctones mas.

! 3 3n

=1 [ e sen > ) =i =1 { cos "’—I—iseﬂ— =i
;=1 {cos 5 tiseno =i, z,= ( 35 .2).._—.

280. Reprveentemos a 2 en la forma z=x+ fy. Enlonces, la ecuacion

2_—4|::l torma 1o {orma
2—48d
(x—A4)P Lyt =(x—8° Lg%

De aqui =06 vy, por lo fanlo, z=061iy. Colucamos este valor en la ecuacién

— 5 . y
z—g»l——--;- Entonces, después de las correspendientes simplilicaciones la

veuacidl tuma la forma
y* — 25y 136==0.
D aqui
95+ VR —4.136 754 VBB 5644 2549
Yy o= ] = 3 = 7

es decit, yy=17; y, =8
Respuesta: z; =0 171; z,==6+8.
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281. Para simplificar la escritura hagamos

—z. [l producto que se

I+
2
examina
{ILzp(tLzny (1422 ... (1 -2

tiene la misma forma que el producto en el problema 230 Designemos este
producto, para simplificar la escritura, por P,
Procediendo del mismo modo yue en el problema 230, hallaremus:

| st
p=-—1

1—z
Queda colocar en la formula dada en vez de z su valor. Tendremos,

Ll 2 2(141)

—2 (=T 0=hd+9

2

i ks

y, A conlinnacion,

gatl o f 1Lianet 14 i) i
]z_lt2j—l_-)_~—i il e A

Observemos que para #=2 tenemos #" = (i%)2""2=1_ Por consiguiente, vn
virtud de {1), para az=2, tendremos que

W § P={l+i) fl—-—l—\}__
2;‘_" 2-_.!. J
Para na=1 leneinos:

—_— 2IH':'=I---- _F_j-=_5-

s

Respuesta

P:{M--i}-i—.

282, Pueslo que la subsiraccion de nomeros
compiejos geométricamente se efeciita por la
regla del paralelogramo, el modulo de la dife-
rencia de dos nameros complejos |2'—2"| es
igual a la distancia entre los correspondientes
punios del plano complejo. Par consiguiente,
la condicién |2—25( |« 15 la salisfacen los
punios del plano complejo que se encueniran
deniro y en ¢l margen def circulo con el centro
en el punfo z,=25{ y de radio igual a 15 {fig. 6). Del dibujo se ve que al ni-
mere de argumento minimo le corresponde el puntr 2z, en el gue la reela trazada
desde el punio O es tangente a la circunferencia. Del trianguls rectangulo
0z,z, hallamos que x; =12 e y;=16. LI niimero buscadosera z, == 124 167,

FIG 6

283. Demostremos gue para representar el nlmiero complejy a+4-bf en la
forma

1—ix

a4 bi-_—m n

es necesario y suficiente que
latbil=1 y a4 biz—1
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Demastremos la necesidad. Snpongamos que se satisface la condicion {1). Entonces
|1—ix] _
TE T
puesto que | 1 —ix]=|l4ix|=V¥ [4+x* A continuacidn,
| —ix
14-ix

Iﬂ-!-bfl:

#—1,

ya que de lo contrario tendriamos que | —ix=—I—ix, es decir, 2=0.

Demostremos 1a suliciencia. Supongamos que sea |e4 b |=1 yat-hi £ —1
Hagamos arg(a -+ h)=a, donde —n < o < ;1. Observemos que o = nt en virtud
de la condicion a-+bi = —1, Ahora tenemos:

a+h=|a-+bi | {cos &+ sen c) = cos i sen o @
Pero
I—tgr = th%
WeRsrmrs SOOI =
£+1g”-2- L+ 1t

Colocando estas cxpresiones en la parte derecha de la [6rmula (2), tendremos:

FATE T

a--bi= '.H”g?.) _i+”"'" 2 _l—u

O o ay T i i
[:Il-f-!tg?)(l—!tg,—z) ]-—I[gg

donde y=—tg %-

284, Sca z=r (vos (p4isen); entonces

1284 1 == V (/2 cos 2y + )P - (r¥ sen 24)F = Vr‘ L% cos 241
|z+l M.:L
z r
Lt Zeos 29—} 1 =0

[agamos r*=¢; |z| adquire su valor maximo cuando adquiere su valor
maximo {, Tenemos:
_l=2cos2p + ¥ (1-~2cos 242 — 4

k z

Puesto que nos inferesa el valor maximo de f, delanle de la raiz debe tomarse
el signo mas. Es ficil ver que el valor mdximg de ¢ s consigue cuando

: 3
cos 2p=—1, es decir, cuando t[=—;——-|-—kn. Fste valor es igual a J——QK—B- Por
consiguiente, el valor maximo |z| es igual a
1/34- V5 _1+V5E
2 2
285. £l fngule entre dos rayos vecinos ey igual a e Designemos por
dy, dy, ... las distancias desde A hasta las bases de las perpendiculares bajadas
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sucesivamente a los ravos que parten del punto A (lig T Es evidente que
tenemos:

H L -3
dkrd{cos %) =1, 2, ...)

Lz longitud de la %-ésima perpendicular es igual a

2n 2n 7 2m A1
Ly= B dan = = .
g =gy sen = dsen - ...cos =1

La longitud total de la quebrada de m eslabones serit

2n 2, 2n }" : on e
' To— 7 T e B ot — 1
d sen = 1-+cos m [‘_cos = -{—L‘cos =]
La longitud L de la quebrada enredada infinitamente se obtendra al aumentar
ilimitadamente m v se expresara con la suma de los términns de una progresion

geométrica infinitamente decreciente cuyo denominador es q——ntos% y el pri-

. 2n
mer lermino @ sen —
n

Al aumentar # la longitud £ aumenta y al aumentar ilimitadamente » aumenta
ilimitadamente L.

286. Primera resolucion. Sea labcde el nimero buscado {agui las letras
a, b, ¢, d y e significan cifras de los érdenes respectivos). Evidentemente, e=7,
ya que labede X 3=abedel. Después de multi-
plicar 7 por 3 el dos pasa al siguiente orden, por
eso, el producto d % 3 dcherd terminar con Ia
cifra 5. Por consiguiente, d=>5. Tenemos que
labe 57-3=abc 571. Razonmandn anélogamente
hallamos que ¢=8, b=2 vy, por fin, a=4. El
nimero buscado es 142 8567

Segunda resolucion. Supongamne de  nueve
que labcde es el niomero buscado. Hagamos
abede = x, entonces, el nimero huscado es igual
a 108 4 x. Segiin la condicion del problema te-
nemos que

(105 £ 5} 3=10x+ 1,

de donde x=42857. Por consiguienie, ¢l ndmero FIG. 7
buscado es 142 857. o

287. Puesto gque p es divisible entre 37, se puede cscribir
p={00a+ 10b4c=374,
donde # es un nimero entero. Es evidente, luego, qu
g=1006 + 0c+ a= 10p—899a =370k —37.270.
Por consiguienie, g también es divisible entre 37,
Razonamientos andlogos sirven también para el niamero r.
288. Tenemos:
A=n¥4(n4- 134 (n4 2% =3n® +9n* + 1dn +9.
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Por In vislo, vs suficiente demastrar que

B=3n%4tbn=3n(n*+ 5i
es divisible entre 9 Si a=3k, donde % ¢s un numero entero, cn!rmLLs Boes
divisible entre 9 Para n=3p+ 1, A+ 5=942 L0k LG, para n=3k4-2, n*--5=
=921 12 I-9. En .uubm casos n®-f-5 es divisible entre 3. Por consiguiente,
en todos los casus B eu divisible entre 9.

289, Primera resolucion. La sums S, se puede representar cn la siguienie

inrma
Sp=nd+3(nt +2n+ ) —n=(n—1)-a-(a+1}+3 (n4+1)%

El primer sumaudo cs divisible enfre 3, puesto gue cs el producto de fres
nlmeros enleros sucesivos (uno de ellos es obligatoriamente maltiple de tres).
Por consigiiente, también la suma S, es divisible entre 3.

Segunda resolucion. Realizamos la demosiracion por induccion, Para n=1,
S, = 12 es divisible entre 3. Supongamos que para cualquier valor de » la
sumi 8, s divisible enfre 3. Tenemaos:

Sprr (14 1743 (a4 1245 (n+ 1143=5,+3 (a4 3n+3).
Por consiguienie, S,4, también es divisible entre 3.

200. Las bolas se lian enlocado en la base de la piramide en forma de on
irinngulo equlaters. Supongamos que el ladn de este fridngula contiene n bo-
fas Entonees, en Ia base de la piramide habran nd+(n—1)+(n—2)4-...

afttl)
o daaZd- ]l =
i T 'I 2

(n—N+{n—4+...+3+2+ 1=
bolas. La lercern liene

bolas. La segunda capa de la pirdmide tiene

n—Uhn
2

{(n—=2in—1}
2
bolas y asi sucestvamende, La altima, la capa superinr, se compone de una
sola bola. En tofal en la pirdmide hay 120 holas. Por consiguiente,
wllt (n——l] n—=1n n—2{n—1) & 4 23
l - ; —_—t—
La parte derechiy de fa igualdad es igual a
nin4-1)n-1-2)
G
(véase ¢ prollema 266, pag. 201), por consiguiente, para la delerminacién de
n abtenemos [a cciacion

n{n4-1) {n+2)=720. i)

Esta ecnacion liene una so'ucion evidente a==g& Para hallar las demds solucio-
es de csla wnamion pasamos 72 a la parte izquierda y dividimos el polino-
min obicnide por n—& FEl cociente de Ja division serd ignal a n“—l[n+'—)0
Pueste que las raices de oste nHime polinomio sen irreales, la ecuacion (I) no
fiene mas soluciomes enteras que n==8 Asi pues, en la base de la figura pira-
midal leay

aln4-1)

2

Ledas

291, Puesto gue la cantidad de cajories Uenos es igual a m, la cantidad de
cajontes metidis serd igral a mk. De aqui se deduce que la cantidad de todos
los cajones {juplo con el pramero} ex igual a mk— |, Por comsiguiente, la can
tidad de cajonmes yacios es

me+4 1l —m=mk—1)4 L



GEOMETRIA

A. PLANIMETRIA

1. Problemas de calculo

282, Tracemos la bisectriz del adngulo A (véase la lig. 8). Lsta biseclriz
intersecard el lado BC en el punta D v lo dividird en partes proporeionales
a b y ¢ Observemos a continuacion que el A ACD s semejante al A ABC
puesta que tienen el éngulo ¢ comin y el Angule CAD es 1gual al B. De aqui

ﬁ&_ﬁ’_ ) H 4
cD AL i i
bhH-c

Par cunsiguiente,
a=F it

8

-
-3
£

& F]

FIG. 8 PG v

203, Sea AD la bisectriz del angulo recto 4 en el A ABL « DL ] AC
(fig. 9). Puesto que

£ DAE=T, enlonces, AE:DE:-—{-@—.

donde x=AD es la longilud busecada, Es evidente que

X b X
ED_CE ¥ 2 V2
AB~CA G
De aqui
Lk V2

bopg
294, En el tridngulo ABC (fig. 10) O es el punto de inlerseccidn de las
medianas AD y BE, AC=0, BC=a. Hallemos AB=c.

Supongamos que 0D=x y OF =y. Valiéndonos de la propedad de las me
dianas, de los tridngulos A0B, 80D v AOL hallaremos:

h? ,
x4yt = s A+ 4=, dxt 4 16yt =0t
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Elitninando x e y, cbtendremos:
a4yt
5

Las condiciones de existencia del triangulo con los lados a, b y ¢, adguicren
la forma
Bla+tb) »a®4-0%,  Sia—b® < a® bt

La primera desigualdad, evidentemente, se cumple cualesquiera que sean a y b,
miedntras que la segunda se transforma en lo siguiente:

a* - % ab- 0 < 0,

FI1G. 11

Resolviendo esta desigraldad respeclo a %, definitivamente oblendremos:

I a

7<%

295, Admitamos que /[ ACD=/ DCE=/ ECB=q y CE=x, CD=y

(fig. 11). Para el area del fridngulo ABC se pueden eseribir lus tres expresio-
nes siguientes:

]

| |
Sacot Speca=— by sena-- 5 @y sen 2a,

bx sen 26+ .L axsen a,

Sare+Spca= 5

| — ra]— b

: l 1
Saco+Spck Skcp=g tysen G5 wysen a-k - uxsena.

fgualando las parles 1zquierdas de esias igualdades y teniendo cut cuenta la
condicion del probiema obtendremos un sistema de tres ecuaciomes:

X
2acosa—x+a—,
4

2 cosa—. gt bL, !
X

X _ 0 |
v 8 }
Resolviendo este sistema obtendremos:
x:__in‘ —mt) ah =(r1‘3—m2] ab
n{bm—an)’ m (bm—an)’
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206. Designemos pur § el area del tridngulo dado ABC (hg 12) y haga

AB_x Entonces ¢l frca del A ADE serd gual a x*S y el drea del

A ABE, igual 2 xS. La condicién del problema conduce a2 la ccuscidn
1S — 38 =k2,

resolviendo la cual obtendremos:

T

t: Y I

e
2

El problema es soluble si S2=4k% y tiene una o dos soluciones en dependencia
de que sea S > 4k* o S=4&" respectivamente.

r3
¥
) .*\&\
44 3 ¢ 4 e
FI1G. 12 FiG. 13

297, Designemos por § el &rea del friangulo dado ABC, Los lriangulos con
areas iguales a S, S; y 8, obtenidos segln la construcerdn indicada en la
condicién del problema, son semejantes al A ABC (fig. 13). Pour eso, sus areas
son entre si como los cuadrados de sus lados semejantes, de donde

/Si_AD l/'ai_ /S _DE
Fae e ¥V 3Tac

Sumando estas igualdades miembro a micmbro, hallaremnos
S=(FSi+ V8+ V)

298. El tercer lado del {riangulo, igual a Ia altura ba]ada + este lado, lo
designamos por x. Haciendo uso de dos expresiones para el #rea del iriangulo
dadeo, ubtendremos ia ecuacion

-i-x_- /b—fr—rx cyx—b xfb—e b -i—x
2 2 2 2 2

Resolviendo esta ecuacidn, hallaremos:

x*=—5- (b2-he £ 2 ¥ IRE_pa—ci). n

La condicién indispensabie para la solubilidad del problema es [a condicicn
3b%c* z= b3 - ch. i2)

Si se cumple esta condicién, ambos valores de «* en (1) son positives. Es facil
comprobar gue si se cumple (2) tambicn se cumplirdn las desiyualdades

bt 2 x 2| b—c],
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adernas, el signo de igualdad tendra ltugar snlamente en ¢l caso en gue sea
s =0 Fsto altino tiene lugar cuamdo, siendo b= ¢, en la jgualdad (h se toma
delante de la raiz wuadrada ¢l signo menos, Per consiguiente, en el caso cuando
b=c el preblema tiene una sola selucidn

2y
|

Si b #e¢, el triangulo existe solamente en el caso en que se cumpla la desigual-

e

[
dad 12). Resolvicndo csta designaldad respecto a ?f, hallaremos que es equiva-

lente o las siguientes desigualdades:

=
I+¥ 35 ¢ g

Por consiguicnte para & # ¢ existen dos tridngulos, sl ambas desigualdades (3)
se cumplen con el sigho <, y unu, cuando por lo menos una de las desigual-

dades se cumuple con el signo =.

FI1G. 15

209, Supongamos al princlpic gue el A ABC es acutanguio (lig. 14}
Entonces
_ Sapc—Sanc =3sac,+Scsat+Sacs 0
lenemos:

Sp,ac, =% AB-AC) sen 4 :% ABcos 4-AC cos 4sen A=

|
=— AH-AC sen A cos* A =8y cos® A
y anilogamente
Sepa,=Sapecos? B, 850p=Sapcc0s* C.

Colocando estas expresiones en (1), despues de las {ranslormaciones evidentes,
obtendrenios:

i‘!"i"ﬂ-zl —cos? A — cos?! B—ceos* C, 2
Sanc

Si el A ABC es ublusangulo (tig. 15), en vez de (1) tendremos:
SapcSanec,=3mac +Scna+Sacm

¥, correspondientemente, en vez de {2)

--'1#‘1’£=ms2 A 4-cos® B 4 cost C—1, @
apc
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Por fin, si el A ABC es rectangulo, Syqpe,—0, lo que, como os facil
comprobar, resulta también de las formulus (2) y (30

300, 1) Sean BO y CO las bisectrices de los dngulos nlernos del A ABC
{fig. 16). Es facil ver que los tridngulos BOM y CON son isosceles. Por consi-
guicnte, MN=BM | CN_

2) La dependencia MN=B8M3-CN es vilida fambien para o case de
bisectrices exleriores,

FIG. 16

3} Si una de las bisectrices es infterior v la otra exterior (fig. 17), cnton-
ces, de los tridngulos interiores BMO y CNO hallamos que M& =CN— BM,
cuando CN > BM, vy que MV =BM—CN, siendo CA < BM. Asi pues, en
este caso

My =|C¥—BM|

Los puntos M y  coinciden solamente en el caso (3), = el A ABC es
isosceles (AB= AC).

301, Tracemos a iravés del punto P tres recias paralelas a los lados del inan-
gulo (fig. 18). Los tres tridngulos formados (rayados en el dibujo} tambien son

TG 18 "G 1y

regulares vy 1a suma de sus lados es igual al lado AB=a del tringule ABC.

Por consiguiente, la suma de sus alturas es igual a la allura del A ABC, por

fo tanto, _
alV 3

PDPL+PF= 5

La suma BD-+CE+4AF es igual a la suma de los lados de los tridngulos
rayades mds la suma de las mitades de estos lados, o sea,

BD+CF + AF:—g-a,
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Por consiguiente,
PD4-PE4PF ]
BDACE+ AP ¥ 3
302. Sea ¢ el punlo de interseccién de las medianas en el A ABC (fig. 19}
En Ia prolongacién de la mediana BE trazamos ED=0OF. Segin la propiedad
de las medianas los lados del A CDO son iguales a % de los lados del trian-
guly compuesta por las medianas. Designando el area de este aftimo por St
tendremos:

q
Sy==Scoo-

Por olra lado, el A CDO esta formado por dos, y el A ABC por seis triangu-
los equitlimenstanales al A CEG. Por eso,

|
Scpo— 5 Sasc

Pnr consiguienle,

303. Supongamos que sea ABL el lriangulo dado (fig. 20). El 4rea del

ACOB es 1gual a Ty el arca del A COA es igual a %br. Sumando estas

I'1G. 20 FIG. 21

magaitudes v expresando el area del A ABC por la férmula de Heron, obten-
dremos:

2 ;
r=a5 Yi{g—a lo—0) (p—ch
donde
1
p=3 {a4-b-+0)

304, Sea P of radio de la circunferencia cireunscrita y r ¢l radio de l2
cireunferencia wnscrila. Entonces (fig. 21) AB=2R y

o p
AB:rcotgf-J,-rcotg?.
De agui
o b 2k
cat_.,?+cut:‘ §=¢=T=5.
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Ademas,

=2y og(S4D)-1

ra R
ro|=

t3=%

/
es decir,

cotg % cotg %— -1

=],

cotg %——1— ca(g%

de donde

coty % colg %:B.

s % . e
Por consiguiente, cnlg§ ¥ ootg-gw son iguales a las raices de [a ecuacién

cuadrada x*—5x+46=0.
Definitivamente obtenemos:

1
oc=23rc1g-§-‘ p=2 arctg%‘

305. Designemos por a y & los lados del rectangulo dado y por @ el anguio
entre los lados de los reclingulos dado y circunserito (fig. 22} Entonces, los
lados ~del rectingulo  circunscrito  seran
iguales a

acosp-t+hseng y oseny--cosiy,

r [
=7 g
-’ R .,
b ) 2o \L:.?\\
i i
== y 5
FiG, 22 FIG 23

Segin la condicién del problema
(acos g +bsenq)(asenq-Ltbcos )= me,

de donde hallamos que
_2(m*—ab)
n A ="TTE
La condicién de solubilidad del problema serd Oe=SsenZq <1, lo yue s
equivalente a las siguientes desigualdades:

}»"Es;m-ga__——'—_b.
| B

306. Si el /AED= /DEC (fig. 23), también el /CDE= /£DEC, de donde
CE=CD. Por consiguienfe, E es el punto de interseceion del lade A8 con la
circunierencia circunscrita desde el centro € con el radie CD. E1 problema es
soluble si AB == BC, ademés, liene dos soluciones cuando AB »» BC y una sola
solucién cuando AB=BC. (E! punto E; en la lig. 23 corresponde a la segunda
solucion}.
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307, T Il lateral se ve desde el véstice de In hase inferior bajo el angulo

% {hg 24 y la inea media es 1gual al seginenlo desde este vérlice hasta el

pie de la alfura binada desde el vértice apuesto, es declr, heolg—;i. Por con-
sigwiente, el area del trapecic es igual a

S =#? cotg %

308. Los punios miedios de las diagonales F ¥
£ del lrapecio se encuentran sobre su linea media

MY (ig. 23). Pern, .'I'I.‘_"=Fr‘v’:%. Por  consi-
gurenle,

h-ta a___h—»a

2 T2

EF =

309. El paralelogramo estéd cumpuesto por 8
biG 24 triangulos equidimensionales al {ridngulo AOE. La

figura (el octaedro) oblenida por medio de la constrie-

cién indicada también estd compuesta por 8 (nidngulos equidimensionales al

A POQ (lig. 26} Puesta gue 0P=—3— 0A (por la propiedad de las medianas

!
enel ADAE) y OQ——"?OL', entonces
!
SP()Q”:'F Sane-

i ; l
Por consiguicnte, la relacién buscada cs igual u 5

FIG. 26

310. Ls evidente que KLMY es un paralelograme (fig, 27), ademds KL =

= E A, Pur consiguiente,

5
2 2 1
Skemv=x Sagcs=5 7@ =5

31t A las dos cuerdas dadas de longitudes 2 y 2b les corresponden los
dngulos centrales 2 y 2B, donde
: sen E—e—'
R’ TR

El arco \gual a 2(x + P) esta formado por la cuerda 2, donde

sene=

c=Risen{zd i) |= % FRTTH 4 T\" T
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312. El drea buscada s igual a la suma de las areas de dos sectores cuyos
anguios sonZx y 2§ (fig 28 menos el duble del area dcl tridpgulo con lus
lados R, r v d:

S=Rzrf—Risena
Para hallar los angules o y B tenemos dos ecuaciones:

Rsena=rsenf,
Rcosa+rcos f=d,

F1G. 27 F1G, 28

resolviendo las cuales, hallamos.

3 1_ .2

s ="t

LU o -

cosﬁ:—..‘-t—-};?i.

Por consigliente,
&4 R a2 4o ri— R? ST AR L RE
it i et Sl R €2 e o il SRR, e | i i

S=R*? arccos SRa 4 r®arccos 57d R l I ( LT -

313. Sea K el punio de contacta de las dus circunierencias de radivs 7 y ry
y P el pie de la perpendicilar bajada desde el centro O, de la tercera circun-
ferencia a 00, {lig. 29} Haciendo KP =
=x, tendremos:

AB=2V RT=xF i)

FIG. 29 FiG. 30

£l valor de x se determina de Ja ecuacién

. R+ P —U+ P =R+ —ir—5

y es igual a
_f—(l

x_r—.L;l R.
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Colacandn este valor de x en (I}, obtendremos;

RASD

AB== R.
ren

314. Sean (), y 0, respectivamente los centros de las circunferencias de
radios R v r y O, el centro de lan tercera circunferencia. Supongamos que sea
x el radio de la fercera circunferencia y P cl punto de tangencia de ésta con
el didmelro 0,0, (fig. 30}, Aplicando el teorema de Pitdgoras a los triangulos

0,0,F v 0,0,P, oblendremos la igualdad

0,08 =0,P? 40,0, + V 0,0i—0,Pp.

Crlocando aqni los valores 0,0z =r+4-x, 4P =x, 0,0,=R—r, 0,0;=R—x,

g

— 0 cognita x:

R—r

7 e

circulo de radie s (fig. 3I).

buscada serd
S=7 (S010u0,—3540.8—1r").

Si R es el radic comdn de las tres circunferencias, entonces

R== I{; (R4r),
de donde
R= lf:,__r=[3—|-2 V3)r,
2—¥3

A continuacién, hallamos:
80,0,9,=% RRVI=V3 RE=3(1247V3) 1,
Sarn=g R=2 (1 44V3) 12
y por la férmuia (1) obtencmos definitivamente:
S I|2+7 1/'37~(%.?+2 p’?;""_) :;I ,
316. Sea 0,01 0,0, (vease la [ig :;2}. ]'enetno§ que
003= 0,054 0,02 —20,0.0,0 = 0,0} + 003 —200,-DO,,
donde 0\0,=a-kr, 0,0, =b+tr, 0,0=(a+b)—a=b,
00;=(a+b)—b=a.
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Por Soioan, el drea del A0,0,0,, por
el drea def sector AO0,8; entonces, el area

obtendremos una ecuacion respecte a la in-

r4+ =2+ (R—r+ VIR—2 —p.
Resolviendo esta ecuacion, hallaremos que

315. Sean 0,, Oy y 0, los centros de las
tres ciwrcunferencias iguales ¥ O el centro del
Designemos

S40,8

()

i



Haciendo 0,D=x, escribamos la segunda igualdad de (1} en la forma
{a+r)2 bt —2bx = (b4 r¥4at—2a(a+ b—x),

de donde hallaremos que

Ahora, la primera igualdad de (1) tomard la forma de una ecuacién con una
incognita

/ —b
{a+b—r)=ia- r]“+b*—2b[a--‘r-:| ;)r )i

g fr
5206

FI1G. 32 FlG 34

Resolviendo esta ecuacion, obtendremos delimitivamente que
- alt {o |-8)
@ Fabspt

31%, Designemos por a y & las distancias desde el punto dado A hasta las
rectas dadas 4, y {,, y por x ¢ y las longitudes de los catetns del tridngulo

buscado (fig. 33). Observando que %-—:sen T, %:cns ¢, tendremos dos ecua-

clones:
at 2 1
F—{_F:I‘ §Zy=ks‘

Transformando estas ccuacioes, obtenemns el sistema

A= 2’32,
Ut gty == 4k, }

Resolviéndolo, obtendremos que
x=%f VETab 4 Vi@ —ab|,
Ry v rg— r—
y=;| V EE-fab F ¥ #E—ab|.

El problema es soluble si 222> ab y tiene dos soluciones stendo 42 % ab y una
sola solucton cuando &2 =ab.

318. Uniendo los cenfros de las circunferencias obtendrenios un poligono
semcjante al dado. El centro del poligono obtenido coincide von el centro del
poligono dado y sus lados son respectivamente paralelos a los lados del mismo
(Tig. 34},
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Supongamos gue sea 7 ¢l radio comin de las circunferencias gie se exami-
nan Entones, el lade del peliguno construido por nosotros serd igual a 2r y
su drea serd

% A
g==nr- colg —.
n
- n(n—2) . e .
Adnutamos, a conlinwacion, que ﬂ=-——n— sea el angule interior del poli-

gonu. Para el area huscada S de la “estrella”™ abteneros la expresion

3
S= c—n%ﬁ.—.nr*m!g%—-n%ﬁ.

Luege, cs facil ver (véase la tig. 34) que ¢

FlG. 35

de donde
a

= —
T kY
Y —_—
2 ( 4ty o )
¥, pui consiguiente,
n cot A 2 L
L cng;—(n—- 1-5
S R e
(1+17)
319. Cn las denotaciones de la fig. 35 temeinos que

(FA+ACY, ¢ coa=%(r‘h 1 BO).

L CGE ==~

L

El cuadrilatere DEGH serd inscrito si, y sélo si, £ CGF=/CDB, es decir,
si n‘i‘é: B‘E.

490, Sea O el vérlice del angulo agudo e« y O, ¢l centro de ia k-ésima
circunferencia (fig. 30). Enlonges,
L

2
f‘k=00_gsel‘l-i, rp1 ={00p—rg—rg4)sen Pl

@ o
rk+l=r*—rksen-2—-—rk“ sen E.
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Por consiguiente,

es decir, los radios de las circunlerencias forman una progresién oritmélica cuyo
denominador s
a
f—sen —

ey 8
1+sen-g'-

321. Supongamos gue cl angulo minimo ecntre los rayns reflejados y el pla-

no P sca igual a o (fig. 37). Semcjanie angulo lo furma el raye que pasa por
el borde del espejo C despues de scr una vez relfle

0 jado en el punte B, Segin la condrcion del problema

CF | D4, por consiguienle, SOCB = /0BC=u. De

=
Some

of-——--

FIG. 36 FIG. 37

la condicién de reflexion en el punto B se desprende quv JO8F =a, Por
esta razdn, en el tridgngulo OBF tenemos:

LBOF=2%, [OFB=I180°—2:—0 = 18(°—3x.

Designemos la distancia desde cl espejo hasta el planv por b, y el radio del
circulo iluminade AD por r. Puesto que el radio delespejoes igual a I, cnfonces
h

r—1

Del triangulo OB8F, segin el {eorema de los senos, hallamus.

OF

=tga. (1)

_senc
" sen 3o
En virtud de la semejanza de los tridngules CBF y DBA, sus alturas son pro-
porcionales a sus lados, asi que

AD _ h-tsenla

FC ™ sen 2z
@ bien
r __Itpsen 2o
il sen sen 2a @
sC1 A
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Resolviendo conjuntamente las ecuaciones (1) y (21, hallamos:

e 2cos 20
T 9cos 20— 1

Colocando aqui i magiitud dada en el problema o= 15°, oblendremos:

r= — =
Va-| 2
Luego,
|
sen 2o ) i I . I
tgo e T rg-—i—i 3,
e

por lo tante, de (1) oblendremos:

;==~£'2_(1 LV E—V3)=

V3—1
2
322. Es necesario examinar diterenles casos en dependencia del valor de la

o r
relacién —.
t

r — 3 g P
15 ?;“g F 2 Las circunierencias no cortan al cuadrado, S=a®.

FIG. 39

FIG. 38

5 i
2) %é% «< ¥ 2. Fs evidente que cn este caso S— a*—80, donde ¢ es
el area del Imangulo curvilineo rayade (fig, 38). lenemos:

1 = .
o=gaV2x—7 i,

x
donde @=arcsen —. Para hallar x observemos que
P VIV A= E=a,

de dopde
a— F 2o gt

3 —— —
_ b2
Por consiguiente,

I ——
ag=—ala—1} r*—u‘*}-—irzarcseu —
2 z P

a— )t g
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f:’
J) = - 5 Aqui S=80, donde o es el area del triangulo curvi-

e
linen ravado (fig. 39). Tenemes:
| | a
= 1) — — ——
g Vg ys®
donde
X
@ =aresen —.
Observando que
a s
=i +x ¥E,
lallamos:
SE
2¥7
Por consiguiente,
b s T2t a 2 (VIHTE )
7 —=— = arcsefl — - - -
2 ) 2 8
r |
4y — =< —— FIl area buscada es jgual
a l.’ 2 g

a cero.

FIG. 40

323. Tenemos (fig 40). _
85 '+’Si_{_511+sl' h
Sy 5 _AC
5,5, 0oC
de donde 5,5,=35,5,. Pero, evidentemente, lememos gue
Sat-S1=15, -5,

A continuacion.

por lo tanto, Ss=S; ¥ $y=8,=F 3,Sx.
Por consiguiente, de {1} o‘{]tcnemus que

S=8+8,+2¥ 58 =(V5 + V5.1
324, Designando por a, b, ¢ y 4 las longiludes de los lados y por m, n las

longitudes de las diagonales del ‘ecugdrildtero (fig. 41); por el feorema de los

cosenos tenemos: y
n* —=a? 4 d*—2ad cos

nt — b% 4 ¢® 4 2be cos §.
De aqui
(bo +ad) n? = (¢*-|-d*) e+ {¥* +¢2) o = (ub +-ody lar =-bady.
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Par consigiiente,

. b+l
n- '-"bt_,_]rad{ar-{-bdj,
Analngamente hallaremos:
,_adtoc
mt = abq—cdwc - by
Multiplicando estas 1gualdades entre s, oblendremos el teorema de Plolomeo:
mn=ar--bd.

2. Problemas de construccion

325, Scan O; y 0, los centros de las crcunferencias dadas. Trazamos la
recta O)A v a traves del centro Op de la segunda circunferencia tna recta
patalela a ;4 que corta Ja segunda circunferencia en los puntos M y A

FIG 42 FIG. 43

(fig 42). La recta M4 intersecara la segunda circunferencia en el punto Py.
La recla 0,P, intersecard la 044 en el punto €. De la semejanza de los tridn-
gulos MO,P, vy AC,Py se deduce:

C‘l" = CIPI.-

Por consiguienle, 1a circunlerencia de centro €, y de radio CiA es la vircunle-
rencia buscada, La segunda resolucién se obliene con ayuda del punto & lo
snismo que la prismera con ayuda del punto M. Si una de las rectas MA o NA
resulta tangente a la segunda circunferencia, entonces queda una solucién y la
segunda dard esla langenfe (el centre de la circunferencia sc enconirard en ¢l
m%iru‘ln). Esto tendra lugar cuando, y sélo cuando, e punto A coincida con ¢l
punto de tangencia de una de las cuatro tangentes comunecs a las circunferen-
cias dadas.

326. Sea O ¢l cenlro de la circunferencia dada y AB la recta dada {fig. 43).
Cl problema s¢ resuelve de forma analoga al anierior. En el caso general ticne
dos resolucinnes. Habrd lns casos particulares siguientes: 1) la recla dada
interseca la circunfercneia v el punto dado A coincide con wno de lus puntos
de interscccion (nn hay ninguna soluciény; 2) Ja recta dada hace contacto con
la circunferencia y el punte A no coincide con ¢l punto de interseccidn
(tiene una selucin), 3) la recta dada hace contacto con la circunferencia y
el punte A cupcide con el punto de interscecién (tiene una cantidad infinita
de soluciones).

327, A {raves del centro O de Ia circunlerencia dada trazamos una recta
perpendictlar a la recta dada {, que corta la arcunferencia co los puntos M y &
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(fig. 44). La recla MA tersecara la {enel punto P, Pl pinfo € es el punin
de interseccion de la perpendicular a la reclz ! levantada en el puulo Py con
la recta OA. Do la semejanza de los (riangulos AOM y AC P; se desprende
que €, A =C,P,. Por consigmente, la circunferencia de centro €, y radio GjA
es la buscada. La segunda resoluciGi se obtiene con ayuda del punte & lo
mismo que la primera con ayuda del punto M. Si la recta { no pasa por nm-
guno de los puntos A, M y ¥ y el punto A P
no coincide con M o con N, entonces el pro-
blema siempre tieme dos soluciomes. ol
Supongamos que A no coincide con M o NN AR
con N si { pasa a través de M o de N, entonces ; A
el problema tiene una sola solucion (la segunda 1 ;
circunferencia  coincide con la circunferencia e 7

dada); si { pasa por A, el proble:a no liene [ d
ninguna selucién.

Supongatnos que A coincide con M, si ¢ ne
pasa por ningune de los puntus M y X, entonces FI1G. 44
el problema tiene una solasolucidn {la segunda
pasaala recta {); si I pasa pnr A, la solucién sera la circunferencia dada y sif
pasa por M, el problema liene una cantidad infinila de soluciones

328. Valiéndonos de la hipotenusa dada AB==c como diamelro, tracemos
una circunferencia con su ceniro en el punto O (fig. 45 Tracemos OF | AB y
marquemos sobre OF el segmento OF=#A. La recta paralela a AB que pasa
por F intersecard la circunferencia en el punlo buscado C, El problema es

¥
s :
N

FIG. 45 FIG. 41

soluble si f:é.‘%. Las longitudes de los catelos a y & se hajlaran von ayuda

del sistema de ecuaciones

az..i_bz_—_ﬁ,
ab=he, }

Resolviendo este sistema cbicndremos:

a———% {(V &FF e+ V 22k},

b:-;]j (VE+c— YV 2—200)

329. Tomamos el segmento AB y sobre la recta 48 trazamos el segmento
AE = AD (Jig. 46). Tomando como basa a BE construimos el tridgngulo BCE
con lus lados BC y EC=CD. Sobre el segmente AC como base, construimos
el AACD con los lados AD y CD. El cuadrilatero ABCD es el buscado, pueste
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que Liene lus lados dados y el LDAC= £CAEL (los tridngulos ACD y ACT. son
iguales por cunst ruecién).

330, Admrfanios que sean H, Sy M lus puntos de interseccion de la altura.
la bisectriz y la mediana respectivamente con la circunferencia circunserita &
que tiene por ceniro el punto O (fig. 47). Tracemos la recta SO ¥ @ través del
punto H wna recla paralela a SO que cortara por segunda vez a K cniel punto 4
tracemos la recta AM que intersecard a SO en el punto P. A través de P tra.
cemos una recta perpendicular 2 S0 gque cartara a
Ia circunferencia en los puntos B y €. El tridngulo
ABC es el buscado, puesto que AN | BC, BS=
Sny BP=PC. Ll problema o5 soluble si, y sélo
si, 1, Sy M no se encuentran en una misma
recta, la langente a la citcunferencia X en of punto
H no es paralela a SO y si los puntos H y M se
encuentran a diferentes lados de fa recta SO, pero
no en un mismo didmetro de la cjrcunferencia K.

331. A, Caso de tangencin exterior. Desde el
punto O de interseccion de las bisectrices de los
angulos internos del triangulo ABC bajemos las
perpendiculares OM, OAN v OP a los lados del

rlG. 47 triangulo (iig. 48). Lntunces AP =AY, 8P =BM

y CM=CV. Pur consigniente, las circunfercn-

cias de radius AP, AM vy CN cuyos centros son A, B ¥ C lendran contacto
i con Ta ofra en los puntos P, 41 y V.

B. Caso de tangencia interior. Desde ¢l punlo O de inferseccién de la bisec-
triz del angulo € con las bisectrices de Ios angulos externos A y B bajemos

FIG. 48 FIG. 49

las perpendicilares OM, OV y OP a los Jados (0 a las prolongaciones de los
lados) del trianguiv ABC (fig. 49). Entonces,

AP=A¥, BP=BM, CM=CN,

Por consiguiente, las circunierencias de rudies AP, BM y CN cuyos centros son
los puntos A, B y € fendrin contacto una con la otra en los puntos P, M y A,

Obtendremos duos soluciones mas tomando las bisectrices del dngulo interno
A ¥ los externos B y € o del dngulo interno B y los dngulos externos d v C.

332. La resolucion se basa en la siguiente propiedad: si las alturas £y y Ay
del tridngnlo nscrito ABC cortan 2 la circunferencia en los puntos A4, y B,
entonces el vertice C divide el arco 4,8, por la mitad (fig. 50). Esto s¢ des.
preade de la igualdad de los angules JA4,AC y /B,BC, cada uno de los

cuales es igual o %—4,«{08.
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Construccion. A través del punto A trazamos vna recta en la direccién dada
hasta su interseccion con la circunierencia en el punte Aj; sduitamoes que sea
B, el punlo de interseccién de la altura Ay con la circunferencia; hallamos el
punto medio € del arco A B; ¥ trazamos AC; lrazamos BB | AC; el Iridngule

ABC es el buscado.
S La scgunda solucién AB'C' se obtiene
si se toma ¢l punte medio €7 del segundo
arco A,8,.

)

S

FIG, 50 FIG 51

333. Unamos €l punto medio E de la base AB con el verlice € v hallemos
el punio @ de interseceién de las rectas EC y AD (fig. 5I) La recla PQMY
paralela a AB es la buscada. En efeclo,

PQ _AE [

QM ER
de donde PQ=0M; luego,

MX _PQ

€D D'

de donde M ==pPQ. La segundii solucidn se oblivne con ayuda del punto me-
dio E' de la base CD de la misma manera que la primera con avuda det £

334, Supongames que se ha construido el cuadrado ABCD, adernds, 8 os el
vérlice dado, E y ¥ son los puntes dados (fig. 521 EI verlice T debera encott-
trarse en la circunferencia construida tomando
a EF como didmetrn.  Admiiamos que BD A
corta @ la circunierencia en el punto K.
Entonces, EK=KF, puesto que JADB=
=/ BDC. _ i

Consiruccion, Tomando Ef como didme- S 2
tro, construyamos una circunferencia y desde £
su centro levantemos una perpendicular a Ef
hasta su interseccion con la circunicrencia en 7
los puntos K y K’; unamos 2
B con K y prolongtiemos BK hasta su inter L.
seccién con la circunferencia en el punto D; PELE
tracemos las rectas DE y DF y a través del U ¢
punto B, las perpendiculares BA y B8C a s
estas Gltimas rectas. ABCD es el cuadrade
buscado, La segunda solucidn se obhiene ha- P10 62
ciendo uso del punio K'. El problema tiene
slempre dos soluciones, excepto en el caso cuando ef puntc B se encuentra
en la circunferencia de didmetro EF. En este altimo caso el problema no tiene
solucién si el punte B no coincide con une de los punfos K v K7

4

1
1
i
i
t
1
1
1
1
!
'\-\.I ¥
=
LIS
R
T
4
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335. Primera solucion. Tracemos AD'MB Thasta sn interseccion con la
prolongacion de BC en el punto D (fig 53). En el segmento €D hallamos el
punto ¥ fal, que

2 b

CN

La recta MV es la buscada, ya que ef area Seas__ﬂ———SDB‘,\i’, por consiguiente,
Sape—Spme v e acnerdn con la construccién Spye=~ESxye.
La segunda solocion la ubtendremos valiéndonos del punto &, lal, que

cD

Enlonces

Sanc g
Sapaom

Teniendo en cuenta 1a posibilidad de una construccion andloga partiendo del
vertice C (en vez del A), es facil convencerse de que si 2 £ 2 el problema tiene
siempre dos spluciones y si 2=2, sélo una.

336. Para la construccion es suficienie conocer la allura =KL del
rectangulo.

Supengamos que sca KLMAN el rectingulo buscado y que K& se encuentra
sobre el lado AC (fig. 34). Si se traslada el vértice B paralelamente a la base

2
1 5
L he ] ¢
4L o g
4 y; y )
FIG. 53 FIG. 54

AC y se conserva al mismo tiempo la magnitud &t constante, entonces se conser-
varan también constantes las magnitudes de la base v de |a diagonal del rectn-
gulo (puesto que LM constituye la misma parte de AC que BH -k de BH),
Por consiguiente, para hallar # el triingulo dado ABC pucde ser sustitnido por
cualquier ofro con la misma base AC y la misma altura BH. Es mas cémodo
totnar un iriangnlo con un angulo recto en la base. De aqui oblenemos |2 siguien-
te construccion. [razamos a ftravés de B una recta paralela a AC y a través
de C una recta perpendicular a AC; desde el vértice del angulo recto £, con una
ubertura del compas igual a la longitud d de la diagonal dada, hacemos una
inferseceidn Ly en la hipotenusa A8, a través de L, (razamos una recta paralela
a AC: los punlos Ly M de tnterseccién de esta recta con los lados A8 y BC
son los vérlices del rectangulo buscado. Segiin que la altura del {ridngulo 4 B,C
bajada desde € sea inenor, igusl o mayor que la magnitud dada d, el problema
tendra dos soluciunes, una o no tendra solucion.

337. Inscribimos en el angulo dado la circunferencia dada. Desde los puntos
de tangencia A v 8 en los lados del dngulo, trazamos los segmentos AC y BD
iguales al lady dado del tridngulo (fig. 55).
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Inscribamos en el angulo dadn una segunda cireunferencia de modo que haga
contacto con los lados del dngulo en los puntos € v D. Tracemos nna langente
comun EF a las circunferencias construidas. Demostremus gue el A SEF, ubte-
nido de esta manera, vs ¢l buscado. Para ello, es suficiente demostrar que
AC=FE. No es dificil convencerse de que el perimetro del A SEF es igual
a 28C: por otro lado, cste perimetro, eviden-

temente, es igual a 2(SA+4 EL4-LF) Asi i
pues, » ; r
SC=SA+EL+LF, SA+AC—SA+EF, iy
LW

T
es decir,
AC=EF,

con lo cual el problema queda demostrado.
Esta claro que el problema fiene dos so- FIG 5%

luciones si las circunferencias no se intersecan

y una solucién cuando déstas {ienen conlacto. En el caso cuando las circunfe-

rencias se intersecan el problema en insoluble. Supongamos que sca o ¢l angnio

dado, r v R los radios de las circunferencias y & ¢l lado dado del triangulo. La

dislancia entre los centros de las circunferencias es igual a

i

C‘.'JS('t
2

Para que el problema sca soluble es necesario que

Rtrz=

Pero,

y. por consiguiente, deberd ser

* 4
g — _
el 4 = t:c‘s'Jt '
2
o bien
% I—sen?
—= ;
P
2
. % . y) 338. Tomando como centro ¢l punte B,
trazamios una circunferencia gue hace confacto
P con la recta €D (fig. 56). Desde el punio 4

(si Ay B se encueniran a dislintos lados de la
FIG. 56 recta (D, o desde ¢l punte A’, siméirico a A

respecto a €D, si A y B se cncueniran a un
mismo lado de CD} trazamos la tangenie AK a Ta circunferencia construida. El
punto M de interseccion de AK (o A'K) con la recta €D es precisaniente el bus-
cado. En efecto / AMC =, KMD=2/ BMD,
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3. Problemas de demostracion

339. Sea AC una niediana del iridngule ABC: construyamos a base del
triangnle ABC el paraleiogramo ABCD (ihig. 57). Del friangule 8CD tenemos
que 280 « BC CD y, puesto que, CD = AB, entonces

o A0 L8
2
Del A AOB y A BOC temenios:
AC
U—'—-"-—'-— -
B 7 - AR,
AC

BO +-2_ - BC.

Sumando cstas desigualdades, obiendremos:

+BC  AC
>AB|—B _Ac

B0 7 7

340. Supongamos que sea D ¢l punto de interseccion de las alfuras, O el

cenlro de la circunferencia circunserita v £ y F los puntos medios de los lados

BC y AC (hg 58%. los tridgngnlos ADB vy EOF son semcjanies puesto que

LABD=/Z OFE y 4 BAD= /£ OEF (comu angulos con lados paralelos). Por
consigniiite,

FIG 57

341 Véase 1a resolucidn del problema 301,

342, Scan o, b y o las longitudes de los latdos del tridngulo, opuestos respec-
tivamente a los anguies A, 8 y €. Demostremos que la longitud #4 de la
biscetriz del Angulo A se expresa por la férmula

2£;cc051—4 2cusé-

[ 2 2 W
AT e kg L
PR

En efecto, el 4rea del tridnguio ABC cs igual a

.SM,C:.--;—&E san:éc!A sen%—k%ldg sen-';;.

De aqui se deduce la frinula (1). Andlogamente, para la bisectriz Ig del angulo
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B obtendremos fa lormula

2cos

Ig-= 2

bl e -

i

g'l'
Admitames que sea a > &, enfonces £ A > /B y pueste que ademis
A ki3 B g

0< 5 < R4 0< 5 < -g-por lo tanto, oos—';— < cos —g-. Asi pues, el nu-

merador de la fraccién (I} es menor que el numerador de la [raceion (2). Ademas,
i

o

- i i YT
el denominador -b.—-{-T de la fraccidn (1) es mayor que el dencminader %i

g

de la fraccion (2), ya que % >%.Por
consiguiente, {5 <y

FlG o

343. Sea, ¢l L CPQ=a y / PQC=p (fig. 59 Seguy el leurema de los
senos tenemos:

RB BP PC CQ AR AR

SnG sen{onp) snp sena’ Sen (ot Py senp
Multiplicando miembro a miembro estas igualdades, obtendremas.

RB.PC-QA=PB-QC-RA.
344. Sca ol £ AKB—a, el / AFB=p yel £ ACB=y {Iig. 00}. lenemos

b
que G=T y, puesto que
| !
tgﬁ=¥v tg'\‘—_—?.
enlonces
| i
=23
¢ L T L L
De aqui By=Ty atBri=F-1F=7.

345, Valgamonos del teorema inverso al teorema de Pitagoras: si la suma de
los cuadradus de dos lados de un iridngulo es igual ab cuadrado del tercer lado,
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este triangulo os rectangule. En el caso dade, la relacion
(a4 byt it = - a)
se cumple, puesto que es equivalente a la ignaldad evidente ab=ch.

346, Primera resolucion, Tracemos AL de mancra tal, que J FAC=20°
y 8D | AE (hig 61} Puesto que el A CAE o ABC, entonces

2 CE _a
. TG
de londe
. at a?
i Por otro lado, ¢f / BAD==60°, en virtud de lo cual

L] S5
\ _¥3 _ b
. BD=-"5—b, AD=z

s
3 i
;7 ¥, pueslo que AF=a, £D=—§)~—u. Por eso,

R

FIG. Gl

Por consiguente,

Elevando ambos miembros al cuadrade y realizando las simplificaciones corres-
pondientes, hallaremos gue esta relacion es equivalente a la relacién a demaslrar,
Sepunda  resolucion, Pueste  que =
a— 20 sen 10° la refacion a demostrar es
equivalente o la siguiente:
1+ 8send 10° =6 sen 10,
o bien
sen 30° =3sen 10° —4sen® [0°,
La @itima igualdad se cumple en virtud de
la iormula general 4 ] 4

sen dge =3 seno— 4 sen’o. FI1G. 62

347. En todo tridngulo, frente a mayor lado se encuentra mayor dngulo.
Por esla razon, si en el A ABC (fig. 62}

AC < ABM,
lo que es equivalente a las dos desiguaidades:

AM < BM, MC <« BM,
enfonces,
L ABM < / BAM, / MBC < £ BCM.

Sumando estas desigualdades, obtendremos.
LABC < £ BAML £ BCM=—n— £ ABC,
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de donde
2/ ABC <n o bien £ ABC < Z.

Analogamente s¢ examinan los casos AC = 2BAM.

348, Primera resolucion. Sea QQ'|AC y N el punto de interseccién de AQ’
con QC (I1g. 63). En la figura, con arcos llenos se designan los dngulos cuyos
valores son’ evidentes.

Demostremos que

QP 1 AQ. ih

En efecto, NC=AC; pero, AC=PC puesto que el A ACP es isosceles, Por eso,
NC=PC y, por consiguiente, el A NCP es tambicn is6sceles, de lo que se

desprende que
LCNP=/ NPC=80".

De aqui, obtenemos [acilmente que / Q'NP=180"—6&0°—80°=40(" y, puesto
%ue £ NQ'P=40°, ¢l tridngulo QQ'P es igual al GNP, De aqui se deduce (1),

hora esta claro que el £ Q'PRQ=50" y, por consiguicnte, ¢ / QPA=
= 180°—50° — 50° == 80°.

FIG, 64

Segunda resolucidn (véase la fig. 64). Es fdeil ver que ¢l angulo P=80"
cuando, v solo cuande, A ABP wn A PCQ (los Angules cuyos valores se despren-
den directamente de las condiciones del problema, se dan en la figura con arcos
llenos}. Demostremos que estos triangulos son en efecto semejanies, Para ello,
en virtud de la igualdad de los angulas ABP y PCQ, es suficiente verificar gue

AB _PB
To=cp (1
Hagamos AB={; entonces, del tridngulo isdsceles CQB tenemos:
{
Q= s
Por otro lado, puesto que PC= AC,
PC=2sen 10°, BP=I!—2scnll",
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Colocande estas expresienes en (1), oMendremos la igualdad cquivalente:

4 sen 10Pcos 20° - 1 —2sen 10°, (2)
Es facil revelar la validez de esta (ltima ignaldad observande que

serr {10P . 20°y4-sen (107 - 200 ]: L L sen 10°,

- o P:; T s
sen 107 cos 20 G i

FI1G. tb
349, Sea dado ¢l A ABC (fig. 05). Sobre la prolongacién del lade AC tra-
zamos AD=c. De la igualdad a® =0*4-be se deduce:

a b4-c

b a

Fsle significa que los frlangulos CAB y CBD son semejantes y / A= / CBD.
Ademas, / B= / BDA= / DBA, Por consiguiente, / A= /B /DBA=2/B.

350. Supongamus que sea OC la mediana del tridngulo OAB;. Admilamos
que ¢l punte [ se encuentre en la prolongacidn de OC y OC=CD (véase la
fig. 66). Demostremos que A AO0D=A 04,8, En efccto, AQ=04, segin la
construecion. Luego, A08,D es un paralelo-

4 gramo, en virtnd de Jo cual AD = 08,=08.
Por fin J 0AD== / A,0B, puesto que los
lados de estos dngulos son perpendiculares
entre si: AQ | 04, y 0B, | OB segin la
I 8
(1
R
(%
I’.’
4
FIG 66 FlG. 67

consfruccién, ¥ Al | 08,. Por consiguiente, A ACD=A OA B y dos de los
lados de e de eflos son respectivamente perpendicujares a dos lados del
otro. Por eso, los lerceros lados son también perpendeculares, es decir,
0D | AB

351, Sea ABC un fridngulo acutangulo y AD, BE y CF sus alturas que se
cruzan en el punlo O (fig. 67). Cada une de los cuadrilateros BDOF, CEQD
y AFOF estan Inscritos en clerta circunferencia. Por el teorema del producte
de la secante por su parte externs, tenemos:

AD-AQ=AB.AF = AC-AE, BL-BO=8C.-BD=DBA-BF,
CF.CO=CA.CE=(CB-CD,



Sumando estas desigualdades, ablendremos:

2(AD-AQ+-BE.BOLCF-CO)=AB- AF - BC-BD+CA-CE-- AC- AF L
+BA.BF +CB-CD= AB (AF + BF)+ BC (BD +CD)+ CA{CL 4 AL} ==
=(481® - {BC)* 4 (C A2,
con lo cual el problema queda demostrado. En ¢l caso de un friangnlo ubtusin-

gulo, el producto correspondiente al angulo obfusu debe {mmarse con el signa
nenos.

352. Segin la condicién del problems b—a=c—b, 6 a-.c=20. Para cal-
cular el producto Rr valgémonos de las expresioncs para el area del tridngulo
en funcién del radio de la circunferencia circunscrita o inscrita y el lado,

Es conecido que S—_-%bcsen A, y por ¢l feorema de senos sen 4,-.-,-.%,
de donde

. abe

\')-—-W.

Por otro lado, S=rp, donde p o5 ¢l semiperimetro. lgralando ambas expresiones,
tendremos:

rR=%‘ (l}
En las condiciones del problema
b0kl 8
2 2

Coloquemos este valor de p en (I3, oblendremos:

br ! =ac.

i
FIG. 68 F G, 64

353. Sea z la longitud de 'a bisectriz y mt y a las lomgiludes de los seg-
mentos en que ésta divide a la base del {ridngulo (fig. 68). Par ¢l fcorema de
fos cosenos

a?=2 L mt_2mzcosc,
b? =22+ n® 4 2nz cos o

Multiplicando la primera de cstas igualdades por a y la segunda por m y su-
mando los resultados, obtendremos:

na? 4 mb® = (m+4 n) (22 4 mn). (i)
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: o [
En virtnd de Ia relacion — =— fepemos.
il n
P ek no
na? 4 mb = na — -} mh — —=ab (m -+ n).
7 m

Colocande esta expresion en (1), oblendremos o igualdad requerida
ab = z% 4 mn,
En el casn et gue sea a==b y m=n, la igualdad demiostrada expresara ef
leorema de Pitdgoras. @ =22 +m®,

354. Segin la condicidn del problema BD=EC (fig. 69). Si M es el punto
de inferseccion dv BC con DE, entonces, del A BDM y del A ECM tenemos:
BD __ DM EC ML
seng  senB’' seng  senC’

de donde
DM senB
ME ™ senC”’
Pero en el AABC
sen B AC
senC ~ AB
Por consiguicute,
DM _AC
ME A

355, Sean BD, RE y BF respectivamente una altura, una bisectriz y una
mediana en el tniangulo 480 Supengamos que 48 < BC.

Entonces
LA LC, LLBD > g ABD,
de donde
LCBD > 5 (£ ABD + / CBDI=—+ L B,

es decir, JCBD - 4 CBE. Por lo 1anto, la hisectriz BE pasa por dentro del
£ CBD y el punto E se encuenira entre D
 C

8 .
; Luego,
/ AE AB o
'd n v FEZE ol [ AE <, LC,
VA
) " j\ oy 4 de donde, l i
% ¥ AE < -;2—(AE+EC)=~§— AC,
G T

es decir, AE < AF. Por consiguiente, el
punto F se cruenira cntre £ i’ C. Asi pues, ¢l punfe F se encuentra
enfre D v ', lo que era necesario demostrar

356. Supangamos que en el triangulo ABC, BD es una de las bisectrices,
BM, una de Jac medianas y BN, una recta siméirica con BM respecto a 8D
(fig. 700 Si S qpnv ¥ Syse son las areas de los respectivos fridngules, entonces

ISpv=xhp=ncsen £ ABN,
X

28 ppe= -%gflgwma sen £ MBC,



donde ity es la altura bajada a AT desde ¢l vértice 8. Pueslu que £ ABN =
= / MBC, entonces ;
x4y nc

o 0

r= - '
2 ma

Andlugamente
2Sxype=yhp—nasen £ NBC,

£14

2Sapm= 5 L hg=mecsen £ ABM.

Pueste que / ¥BC= / ABM, entonces

__x-{—y na
== "w

Dividiendo miembro a ruicinbro (1) por {2}, obtendremos:

lo que labia que demostrar.

FI1G. 71 Fla. 72

357. Las rectas 4P, BQ y CR dividen al triangulo ABC en sess {ridngulos:
A AOR, AROB, ABOP, A POC, ACOQ, AQOA (fig 71). Aplicando ef teurema
de los senos a cada uno de ellos, oblenemos:

AR A0 40 AQ
seng seny’ senf seny’
BO _ BR BP B0
seny sen (g4p)° | seng senc’
cQ___co co  cp
sen(p+v) senp’ | sena seng

Multiplicande miembro a miembro todas estas igualdades entre si, hallamos:
AR-BP.CQ=BR-AQ-CP.

358. Supongamos que sea K el cenfro de la circunferencia circunscrita al
triangulo ABC, O el centro de la circunferencia inscrita en el miswo {ridngulo
y D el punto medio del arco AC (véase la fig. 72). Cada unc de los angulos

OAD y £ AOD es igual a la semisuma de los angulos en los vértices 4 y B
del tridngulo ABC. De aqui se desprende que 0D = AD.
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Por el leorema de las coerdas que se cruzan deniro de una circunferencia,
lenemnss que
MG.ON =B0.0D.

Luego, si OF | AR y FD es el didmetro, enlonces los lridngulos BOL y FDA
son semejantes, de donde B0:0L=FD:AD, asi que BO- AD=0E-FD 6, puesto
que AD=0D, BO.0D=O0E.FD. Por consiguiente,

MO-ON =0E.FD,
Colocando en esta igualdad los valores MO=R+1,ON=R—I,0E=r, FD=2R,
obtendremos R*—1I*—=2Rr, lo que era necesario demostrar.

359. Primera resolucion, Suponganios que sea ABC ¢l tridngule dado, K, la
circunterencis inscrita de radio r y K, |a circunferencia circunscrita de radic R.
Construyamos un triangulo auxilior 4,8,C, de modo que sus lados sean para-
lelos o los del A ABC y pasen por los verlices de éste (fig. 73). Tracemos tan-
gentes a ln circunferencia K, paralelas a los lados del A A4,8,C,, conforme
a In siguienle regla, la tangente A,B,, paralela al lado 4,8,, hace contacto
con K, en un punto que se encuentra en el mismo arco AB que el vértice C,
ele. Los segmentos de lus tangentes trazadas forman el tridngulo A,8,C,.

F1G 73

Entonces, el A 4,8,C, sc encuentra dentro del A A,B,C, y costos dos
tridngulos son scniejantes. Por esia razdn, el radio R de fa circunierencia
inscrita en el AA;B8,C, no es mayor que el radio R de la circunferencia K,
inscrita en el A 4,B8,C,, es decir, R'<C R; por otro lado, la relacion entre los
radios de las circunferencias inscrifas en los tridngulos semejantes 4,8,C, y ABC
es igual a la relacidn entre los lados semcjantes de estos triangulos, es decir,
%‘%‘m?, Asi pues, B =2r. Confrontando esla igualdad con la desigualdad
R’ << R, obtendremios definilivamente:

Ir=<R.

Segunda resolucidén. Sean r y R los radios de las circunferencias inscrita
¥ circunserila, S el area del tridngule dado, p ¢l semiperimelro ¥ a y & dos de
sus lados. Entonces,

r 8 labsenC  2Rsen AsenBsenC
R pR™ 2 pR ~ Risen AfsenBfsenC)
R, A+B A—B
sen A--sen B-}- sen C— 2 sen —g cos ; -

Ay B A B A+ 8 A 8 A B
+2sen 5 (08— =4 sen 5 C0S 5~ €08 —- =4 008 - C0S - 05 .
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Por consiguiente,

r ! A . B 54
— -4 sen - sen —-sel -

5 SO0 -, SC —- Sels 5
El problema se reduce a la demosiracion de la designaldad
|

A 8 (&
sen - sen - Sen - <K

2 2 2

{vease el problema 644).
Tercera resolucién, De la férmula 12 =R*—32Rr Jemostrada en el problema
anterior, se desprende que R*—2Rr =0, de donde R 2= 2r.

360. Sean a y b las longitudes de los catetos y ¢ la longitud de la lipole-
nusa. Comparando las dos expresiones para el drea del triangulo, obtencemos:

S Lz wh--c)r =-‘]_f|c,

2
de donde
i, . T
7 afote M
Puesio que a--&> ¢, entonces,
r ¢
73 < ttl_?'—"-o,&

Luego, en virtud de la refacién 2=a®+0%, la desigualdad a® -|-0% 2= 20b es
cquivalente a la desigunidad 222 = (a4 b)¥, 0 bien a4-b<Cc }'2. De aqui gue

{ s ¢ - - l
B oV 2be V241

361. Supongamos que sean A, B y C los angulos del tridngule, a, b y ¢
tos lados opuestos a estos angulos y P=a-+b4 ¢ La relacién necesaria se des-
prende de las igualdades

=¥2—1>04

ak, =bRp-fch.=FPr 1
(Ot 0V kg +(c+a) ky4-(a+by k= PR, 2
sumando las cuales obtendremos que
kot ky b, =r R
La igualdad (1) es jusla en virtud de que sus paries 1zquuerda v dereclia son

iguales al area duplicada del triangulo. Para demostrar |1 igualdad (2} obser-
vemos que

ky=~RcosAd, k,=RcosB, k=Rcosl 13)
y que

beos Ctccos B=a,
cecos A4 acos C=h,
uvcos B-Fbcos A =c,

de donde, sumando miembro a miembro estas igualdades, obtendremes fa jgualdad
(b4-¢) cos A4 (c+ujcos BH{a4-b)eos C=P,
que después de multiplicarla por R y hacer uso de (3), cotncide con (2),
362. Admitamos que sean A,B,, B,C,, C,A, las lineas medas en el A ABC
y Ay By Gy los punlos medios de los segmentos A4y, BB, y CC, (fig. 74).
Los puntos A4, By y €, se encucntran en las fineas medias del A ABC vy,
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ademas, 1o en los exiremos de estas lineas, puesto que de lo contrarie, por
lir menos umo de Jus puntos A, By, C; coincidinia con un veértice del tnidngulo
ABC. Pucsto que toda recta que no pasa por une de los vértices del triangulo
AyB,C, no corta al mismo liempo sus tres lados, enfonces, los puntos Aj, B,

C, no encuentran en una misma recty.

8

¢

16, 74 FIG. 75

363. Si Ay es Lo altura del A\ DON, hp la altura del AABC y Spoc ¥
Sape las dreas de los respectivos tridngulos, entonces (fig. 75),
Saoe _hy _OD _AF

S,“;C -ﬂB T AB _A_g

y andlogamente
Sang_BE  Scon CN
Sanc BC' Sppr CA°
Sumando estas 1gualdades, obfendremos:

ﬁ_l_EE_'_@:SAoc-?—Ssoe* Saon_Sasc _,
ABTBCTCA Sanc " Sane

364. 1) Exanunemos la circunferencia K’ de radio r’ inscrita en el cuadrado
y tracemos las tangentes a esta circunferencia A'B’|| AB y 8'C’ || BC (fig. 76).

&
A
/ \\
P \ A0\ 1
al s Z XN £ ™,
A h_...z e - 36..
FIG, 70 FIG. 77

ve ¢/ A A'B'C’ se encuentra dentro del A ABC, por lu cual

Esta claro

A'CT < AC. Puwsto que A A'B'C"un A ABC, entonces
AT &
TEEE T

de donde x-. 207 < 2r,
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9) Examinemos la circunferencia K* de radio r” circunserita al cuadrado
y tracemos las tangentes a esla circunferencia A°B°|AB, 8'C"||BC y A'C"|IAC
siig. 77). Es evidente que el A ABC se encuentra dentro del A A"B"C" y, por
o tanto, A°C" > AC. Puesto que

NAB'C en N\ ABC,
entnnces,

de donde _ N
x=F2r'> VZr.

365. Supongamos quc sea M el punio de inlerseccion de las alturas A4,
BB, v CC, del Iriangulo ABC: P el centro de la circunierencia circunscrita
de radio R; C,, A, y B; los puntos medios di los lados AB, BC y AC;
OM=0P; ON ] AC; A; By y Cy los puntos medios de AM, BM y CM

(fig. 78). Demostremos que of punte O equidista de A4, By y € donde

i=1, 2, 3. Puesto que ON es la linea media en el trapecio MB,5,P, entonces

0B, =0B, Do la semejanza de los friangulos AME y FA.8, hallamos que

}3_4J= Pé, v, por lo tanto, B,M=PB,. Del paralelogramn MB,PB, tencmos
que OBy =0B,. Pero

1 R

0By=5 BP==

(como linea media en el tridngule PMB). Por consiguiente.

0B,=08,—08,=%

De manera aniloga se demuestra que A, =04,=04,=0C,=0C,=0C, =

&

366. Supongamos que AA,, BB, y CC, son las alturas del triangulo
ABC, que se cruzanen el punto O, C;M !B~ | BC. APICQ ] AC,
BR[| A,S | AB (fig. 79).

1) Demostremos que SM || AC. Tenemos que A BA, Ao A BC,C como
triangulos recldngulos con ¢l angulo agudo ABC comun. De aqui

BA, BA
BC, BC

Por consiguiente, A A;BCicn A ABC y / BA,Cy=/ BAC. I'n el A A,BC,
los segmentos A4S y C,M son altoras. Por esta razon, repifiend. los razona-
mientos anteriores, mostremos que g BSM=/ BA,C,. Por consiguiente,
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/ BSM ﬁ:é BAC y SM )\ AC. Dc analoga forma se demuestra que PN || AB y
que RQ | BC.

2) Para demostrar que los vérlices del hexagono MNPQRS se encuentran
en una tisma circunferencia, es suticiente demostrar que cualtro cualesquicra
de sus vitliees consecuirves se encuenfran en una misina circunferencia. Esto
s¢ desprendh- del hecho Je que por tres puntes nu pertenecicnies a una misma
recta puede sor trazada solamenle una circunferencia. Se tienen dos tipos de
cuatro vértices sucesivos del hexaguno que se examina: tales, en Jos que los
punios medios se encuenlran en distinlos Iados del A ABC (RSMN, MANPQ,
PGRS) y tales, cn los que los puntos medios se encuentran en un mismo lado
del A ABC (NPOR, QRSM, S!V?NP).

Examinemos los cuatro vértices RSMN y NPQR (de distintos lipos). De
la proporcionalilad ubvia

BC, _BO _ KA,

BR ~ BB, BN

se deduce que VR || A,C,. Por eso

L MER=/ BAC, =/ BAC =/ BSM,
Por consiguiente, / MAR 4+ / MSR=nxa y los puntos R, S, M y N perfenecen
a una misma circunferencia. [uegn,
LPNRE L PUOR=A—(L PNCH+ £ BYRY 4 n— /2 AQR=

=2n—(/ ABC+ / BAC+ £/ ACB)=nx,

de donde se deriva que lus puntos N, P, QU v R estan dispuestos también en

una misma circunlerencia, De forma andloga se lleva a cabo la demostracion
para los déwas conjuntos de cuatro vértices.

367. Scan A,, B, 5 C, los puntos de tangencia de la circunlerencia mserita
con las lades del A ABC, y D el centro de ¢sta circunferencia (fig. 80). Puesto

s 7 £ F
FiG. 80 FIG. 81

que los scgmenton de las tangenles a una circunferencia trazadas desde un
misto punto sort iguales entre si, cntonces

CA,=CB,, BA,=B8C, AB,=AC,.
Al musmn lempo,
DBy =CA,, B,LC=4D.
Por consiguiente,
AC4 BC=CA,4-A,B40B,+B,A=8,D+4+ A D+ BC, +AC, =2r+ 2R,
donde ¢ es el radio de la circunferencia inscrita, y R es el radio de la circun-
ferencia circunscrita.

368. Supongamos que en el tridngulo ABC, ABC es el angulo reclo, 8D
es Ia altura, BE es la biseciriz y BF la medians (fig. 81). Puesto que BF = FC,
cntonces £ CBF ==/ ACB. Pero

/ ,wo=;;" £ BAD=/ ACB.
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Por consiguiente, / ABD=/ CBF y
L DBE=/ ABL— / ABD= / CBF— / CBF = £ | BE,
le que ers necesario demostrar.

369. La disposicitn siméirica de los ridngulos ABC v 480 respectu al
centro O de la circunierencia inscrita significa que los respeclives punfus de
dichos fridngnlos se encueniran en una misma recta con O y equidistan de éste
(lig. 82) En particular, OC—0C,, 0B=0B, y BCB\Cy es un paralelograme;
por lo tanto, BC= R,C,. Anilogamente AC=A,C,, AB=A\B, y AABC=
= A 4;8(C,. Examinando los paralelogramos
ABA,B,, BDB.D,, ACA,C, v ECE,C, hallamos
que AD=A,D,, AE=A,E, y, pueslo que
L A=/ A, AADE=A ADE, Andloga-
mente A BEK, = A BE,K y ADCK=
= ADCKy.

Introduzcamos las siguientes denolacivnes:
8 cs el drea del A ABC,

8, el drea del A ADE,
8y, el drea del A DC,K,
S, el area del A KBE,,

AB=c, BC=a, AC=bh,

hy, hp y Be son las alturas bajadas de los vértices 4, 8 y € Entonces,
a'fld__bhg ﬁ

2 2 2
Sea AM una alturz en el A ADE v AN una allura en el A ABC entonces
o _Dr-am
| 1t 2 .
De la semejanza de los triangulos ABC v ADE, hallamos:
DE;“_”E%LWE_
Por consiguiente, : 4
2 nr [
S _afhyg—2P 2 [ a _2")  ip—ait
RS TR Ta S
Anilogamente,
2 ip—c)? 9 r*ip— by
A S IR T

Empleando la formula de Herdn, nbienemns
S1838E SE=
_ 2 (p—a)t (p— DY (p—S2 1t S it

S8 ot

370. En las denotaciones de iz Fig 83
tenemeos:

MAZ=MO2 |- A0 —2M0. A0 cos a2,

FIG. & MCE = MO - CO* 4 2M0-CO cos 4.
Puesto que A0 =C0, entonces, sumando estas igualdades, oblendremos:
MA? | MC2=2MO® + 2102, {1
Analogamente

MBE L+ MDA =200 280",
245



Por cansigmente. la dilerencia
1MAY | MUY —(MB?+ MD?) =2 (A0*— B0O%)

no depende de la pasicién del punta M.

371, Sea 0 el punto de interseccion de las rectas 44, y CC, (véase la
hig. R4). Tl problema quedard resuelto si s demuestra que

L AOB+ £ A0B, =807, (1)

Observemos qie A C,BC=A ABA,, ya que C,\B=4B, BC=8BA, y /C,BC=
=60"} £ ABC==/ ABA, Por lo tanio, §0038= £ OAB y el cuadranguio
DAC, B osia inscrito en cierta circunferencia, Por consiguiente, / A0S =120°. De

Y. I}
\\\
\
¥
\\
A - £
\\‘
i
]
1
1
1
) ]
-7 q
FIG. 84 FI1G. 85

forma andloga demostremos que [/ BOC=120°. Pero entonces también
/£ A0C=120°, de donde se desprende gue el cuadringuto AOCB, estd inscrito
en cierta circunfercncia. Pero, de agui se deriva, al mismo tiempo, que
/ AOB,= / ACB =60° Por esta razén, la férmula (1) es valida.

372. En las anotaciones de la fig. 85 tenemos:

L PBR=/ ABC
d P8 _BR
AB~ BC

Esto significa que A PBR¢» A ABC y andlogamente A QRC v» A ABC. Va-
liéndonns de este hecho obtendremos:

L APR=/ APB— / BPR=/ APB— / BAC,
de donde
, APR4/ PAQ=/ APB4+2 / PAB=n.
asi que PR|IAY De forma analoga demastraremos que (R||AP.

373. Designemos por g, he y #p las distancias desde los vértices B, C y
D del paralelogramu hasta la recta AQ {fig. 86). T'n este caso tiene lugar la
siguientc propiedad la mayor de estas distancias es igual a la suma de las
otras dns Por ejemplo, si AO cruza al ladv BC, (como en la fig. 86), enton-
ces, trazando BIL|AO y CE | A0, de la igualdad de los tridngulos BEC y
AD'D hallaremos,
hp=rhg+ic

Analogamente, si AQ cruza al lada CD, entunces hp=hi 4 hp s AO no
cruza los lado: BC y CD, entonces, he=hp+hp. De esta propiedad, para el

246



caso expuesto en la fi. BU, se deduce directaiucnte la ignaldad de las aresa
de los tridngulos:

Sapc=Sa0p—S408

En general, evidentemente, sc puede escribir la fdrmula

Sapc=|S40n = S4nnls

donde se toma el signo mas, si los puntos B y D se enciieniran a un mismo
lado de AO, y el signo mencs, si los puatos B y D sv encuentran a distintos
lados de AO.

FIG &6 F1G &7
La repeticion de este razenamiento para la recla CO en vez de la 40 con-
duce 2 la férmula andioga
Saoc={Scop+ Scanl
con la misma regla de cleccion de lus signos, pero respecte a la recta CO.

374. Construyamos a base del trapecio ABCD el triangulo AMD y unamos
¢ puato M con el punto medio F de la base AD (fig. 87). Entonces

.. 2BE AD
ME_T " MF._T .
3 o
i o
~.]
A 7 = p
FIG. 838
Por conslguiente,
- AD—BC
EE= 3

375. Supongamos que sea ABCD el frapecio dado con las bases AD y 8C,
y que BE{AD y CF| AD (fig. 88). Tenemos:

ACE—AF:=CD?—FDR,
BD*—LCD*=AB*— ALY
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Sumando estas igualdades, nhtendremos:

AC 4 BD*_AB* | CLRLAF_FD*LED? . AE%=
= AB*{.CD* 4 AD (AF — D+ ED—AE)=
=AB 4 CD* 4 AD-2EF = AB*+ CD*+4-2A4D. BC,

376. Sca dado el trapecio ABCD con sus hases paralelas AD y BC, E es
el puntu medies de BC, F el punto mediv de AD y O el punto de interseccién
de lus dingunales (fig, 89}, Los tridngulos AOF y COE son semejantes (esto se
deriva de la semejanza de los iridngulos AQD y COB). Por esla razén, / AOF =
= £ COE, es decr, EOF es una recta,

377. Sea ABCD el cuadriliters dado y los punlos M y N los puntos me-
dios de los lados AB y CD respectivamente (véase la fig. 90). Giremos el cuadri-
lalero AMND [80° en ¢l plano del dibujo alrededor del vértice N. Entonces,
¢l vérlice D cwnaidird con el C, y Jos vér-
tices M y A ccuparan las posiciones M" y A" 8
Ademas, los punlos M, ¥ v M’ se dispondran
en una misma recta y, al mismo  tlempo,
tendremos que M'A'jMB y MA'— MB. é &

FIG. 91

Por consiguiente MBA'AM' es un paralelogramo v A’B=M'M=2MN. Puesto
gue por la condicion del problema BC - AD=2MX, entonces, BC-+CA'=A'B.
or consiguiente, «| punto C se encuentraen el scgmcnto A’B. en el caso con-
trario tendriamos que en el ABCA', BC+CA’ > A'B. De aqui se desprende que
BC | MN | AD es decir, que ABCD es un irapecio.

378, Hallemos la expresion para el area de un cuadrilitero en funcién de
sus diagonales y cf angulo formado por éstas. Sea O el punto de interseccion
de las diagonales del cuadrilitero ABCD y / BOA=u (fig. 91). Entonces, el
area del cuadrilatero dado sera igual o

; |
Sanco=Saon -Scop+S1004-Spnc ==~;— AO OB8.sen a-’,—7 0C.-0D-sen o 4

—|—-% B80-0C sen m—f—%AO-ODvsen ce:% BD-AC-sent o,

Du esln formula se dedice, precisamente, la justeza de la afirmacién a demostrar.

379. Sea M el punta inlerior del poligono convexo y A8 su lado mias cer-
canwe al punio M. Demosiremos que el pie de la perpendicular P bajada desde
el punto M a A2 se encientra en AB y no en su prolengacidn {fig. Y2). En
electn, si P se encontrara fuera de AB, MP cortaria a cierto lado I del poli-
gonu en el puirs @, ademas, en virtud de la convexidad del poligono, MQ - MP.
Pera la distancia DM de M a / es menor que M@ y, por consiguiente, tam-
bien menor que MP, o que contradice a la eleccion del lado AB.
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380, Scan AA,, BB, LC) y DDy las biscetrices de los angulos internos
del paralelogramo ABCH, que forman en su interseccion el paralelogramo PGRS
(fig. 93). Es evidente que BB, 10D, y A4, | CCy. Ademas,

1

L APB=n—(/ BAP + £ ABP) —n_.%(g BAD4- £ A .';C}:-_n—-_'T =,
lo que significa que PQRS es un rectangnlo. Los triangulos & 18, ¥ £DC; son

FIG 93
isésceles, ya que sus hiseelrices snn perpendicilares a sus bases. Pos esla razon,
BP=PB,, DiR=RD vy, por I tantn, PR| AD. Asi pues, FRDS, vs un para-
lelogramo y
PR=8,D- AD— AR, -AD—AB,

381, Sean Oy, 0, Q4 v O, los centros de fos cuadradus comfruidos a base

de los lades del paralclogramo A BCD (lig. 94). Tencmnos
A OIBO: ‘ol OJC(}2!

puesta que 0,B=0,C, BO,=-CO, ¥

£ 0180, = £ MBN + T =/ DCB |5 = £ 0,0,

¥ Por consiguiente, 0,0,=. 0,0, v
L 00,0,=/ 0,0,FE4+ / BOC—
X S — £ 050,C=" £ BOL =5
e N
Iy & i
g \ 3
A \/3 7
s A i il
N
FIG. 94 FIG G5

De la misma mancra se demuesira que 0,0,=0,0,—0,0, v que
b1l
£ 0,050, = £ 00,0, = £ 0,0,0, s
Por consiguiente, 0,0,0;0, cs un cuadrado.

382, Admitamos que sean AP, BQ, CR y DS las bisectrices de los dngulos
internos del cuadrildlero ABCD (fig. 95). Sean, ademas, 4, B, C y D los valo-
res de estos dnguios. Cntonces,

7 Aso=n_-'2_

! H I
A——Q— & BQC_n——§B—§C.
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Simando eslas ignaldades, obtendrenios:
£ ASD £ BUC=2m—¢- (A LB D=2 I =r,

Por consiguicnte, los pintos P, @, R y § se encucniran en una misma circun-
ferencia

383. Sean 4 y B los puntos de tangencia, M un punlo arbitrario de la
circunferencia y MA | 48, MD | AC, ME | BC (véase ia fig. 96). Demostre-
mos que los trianguivs DMN y NME son semejantes. Con este fin, observe-
mos que a los coadrilaterus ADMAY y NMERB se les puede circunseribir circun-
ferencias, puests yoe

L MEA+ L ADM=Z 4T =x

LMEB B,-\-‘Me-:;- %:1
De agui que £ MND = /£ MADy 4/ MEN= / MBN. Pero / MAD=/ MBN,
puesto que vada nno de ellos abarca la mitad del arco AM . Asi pues, £ M 1D =
= 4 MLEN. De andloga forma se establece la igualdad /© NDM =/ LN M
De la semejanza de los tridngulos DMA y

£ A ML ebtenemos gue
U.:‘H" My

lo gque habia que demostrar.

FiG. 96

384, Sea ABC el tridngulo inserito en la circunferencia, D el punto de la
circunferencia v [, M v ¥ los pies de las perpendiculares (fig. 97). Unamos ¢l
puitic: M con vl ¥ v el punto N con el L, y demostremos gue los angulos A VM
¥ LNC son igunales

Observemes, para ells, que

LANM— £ ADM, (1
uesto gue al cuadrilaterec MAND s fe puede crreunseribic una circunferencia,
Por la misn. causa

L LNC= 7 LDC; i2)
por ofra parte,

£ ADC=/ WDL. @)
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En ofecto, £ ADC+ £ 8- 130°, puistu gue en sima estos dus angilos abarcan
la circunierencia completa; al musmn bienpo, £ MDL— 2 B= 186, va yue al cuadri
litero MBLD se le puede cireunscribir una circunderencia Por cousiguiente, la
igualdad (3) es justs Del dibujo estd claro gue, en esle cas,

ELDE - /4 ADM,

y, entonces, de (I} v (2) se desprende la 1gualdad

L ANM =/ LXC,
gue era mecesario demostrar.

385. Demostremos que cada dos de los tres segmentos 04, 0.4, y 0,4,
se dividen por la mitad en ol punte de su interseccadn De aqnr se desprende

F1G.08 FIG. 99

que los tres segmentos indicados se ¢ruzan en un misme punto  Por ejetuplo,
demostremos que los segmentos 0,4, ¥ Opd, se dividen por la nutad en el punto
de su inferseccion B {vease la fig. 08.). En virtud de laigualdad de las circun-
ferencias deducimos que 0,4,0,0 y 0,4,0,0 son rombos. De aqui se deriva
que los segmentos Og4,, 005 y 0,4, son iguales i
y paralelos. Por esta razén, 0,4,4,0; es un pa-
ralelogramo y et punto B de inferseccion de sus
diagonales 044, y 0.4, divide a d&slas por la
mitad.

I
| I
1 I
[~ I
Lo i

386. Sca O el centro de la circunferencia menor
(fig. 99). Entonces, AKX || OC, puesto que AK | BK
y OC | BK. Ademas, OA = OC. Por consigiienle,

L KAC =/ ACO= / CAD.
387. Del examen de la fig. 100 esta claro que
R—r R

E a’ TG 1o

pero, esta igualdad es cquivalente a la igualdad

| 1 |
TRTa

388. Son posibles tres casos. Estos tres casos estan representados en la fig: 101,
a, &, ¢. En el primer caso las tangentes fijas son paraleias, el angulo COD =
= a-Hj:“'le, por eso. CE.ED==0F%, es decir, AC-BD'=r? donde r es el ra-

dio de la circunferencia. En los casus segundo y tercero, vabeudonos de las
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annfacinnes, Tiriies de comprender en la fig, hallamos que s-fi & -y-_—g—. o3
deair, 2+ v _—: —f, de donde se desprende que A AOC essemejanlea A BDO

¥, pot lo tauto,

Paor cunsiguients,

FIG. 101

389, Supongamios que sea A el punto de interseccidn de las cuerdas per-
pendiculares entre st AB v CD (Tig. [02). Tracemos AK | CD, entonces, BK es
¢l dianwetro, AK < CD v

BK®= A8 AK? < AB*+CD*.
huego, K=AC v, por lo tanlo,
KBi= B0 + KOP == BM® - DM* 4+ AM? - CME

262



330. Sea AC=CD=D# (lig. 103). Tracemos NF | AB. Yatonees, OF e3
una de las alturas, ¥ OC una de las medianas del A 40D Dado que la lusee-
triz del £ AQD sc enicuentra untre la mediana y la altura (véase el prohleina 355),
enfouices,

£ AGC < £ C0D.

FIG. 102 F1G. 103
391. Admitamos que sea AB el didmelro de ta circunferencia y £ el punto
de interseceidn de las cuerdas AL y BC (fig. 104). Tenemas:
AE-AD=AL+ AF-ED= AC? } EC* - AL.LD.
Par la propiedad de las cuerdas gque se cruzan

AL-ED=BEEC,

F1G. 104

Par eso,
AL AD=AC*+TC* - BE.EC= A L FC-BC =
—AC* +(BC—RLyBC .. AC? Y BC*— BT .BC,
o delinitivamente
AE.AD+ BE.BC=AB%,

392, Sean A y B los puntos dados, G el centro de I circunferencia dada, &
el radio de esla circunierencia y r el radio de las circunferencias iguates imseri-
tas. cuyos cenlros son 0y v 0, (lig. 105). Eatonces,

R_04_ob
r 04708
Tomando la derivada de fa proporaidn, oblendremus:
04 08B
Por consiguiente, 0,0, || AA.
254



393. Sean +, v r; los radios de las semicircunferencias inseritas en la se
micircunferencia dada de radie R {lig. 106). Pueslo que R=r;-r, entonces,
el drea sombready es igual a

P P s
S:-.? ﬂR*-m—Q—.ﬂr. —ga=gn [{ry 4 7.} —r,—rg] =17 ra
Pero,
He=0ry - 2r, = dr r,.
Par consiguientce,

S:.:%.”TJI!.

394, St la reeta que une los puntes A v B nocorta a la circunferencia dada,
entonces lus tangentes AC v BD pueden s<or lrozadas de nanera tal, que el

A

FLG. 106 FIG. 107

punto de su intersectyiur M se encuentre en los scgmentos 4C y BD (fig. 107).
En el fridqugule A M8 tenemos: : (i, 107
AM+-BM > AB > [AM—BM |,

y, dado que
AC > AM. BD > BM, MC=Mp.
entonces,

ACH BN > AB > | AC—BD|

Si la recta AB eruzat @ la circunierencla, son posibles dos casos: a) la cuer-
da cortada por la circunferencia en la recta AB, se encuentra en el segmento

i AB; by esta cuerda se encuenira fuera
7l

del segmento A,
En el caso a) (fig. 108} lenemos:
AB » AL+ BF > AC+ 8D,
puesle yuy s fupotenusas AE y BF en los tridngulos rectingulos ALC v BFD
son maywres que los catetos AC y BD
Pl cass by ol segmenlo 45 se encuentra dentro del dngulo CALT (g, 109).
Iracemos por ¢l punte 8 una cirenaferencia concénirica a la dada. Supongamos

&
e

LY
ik
=

FIG, 108
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%ue esta circupferencia corta a AC y a AC' en los puntus £ y L', Enlonces,
C=8D v AE > AB. Por consiguiente,

AB < AE=AC—~EC=AC—BD

395. Introduzcamos las siguientes anotaciones (fig. 110).

LPCM=/ QCN=0a, [ NML=/NKL-.y, [JLCP-=/QCK=§,
QC=x, PC==y, AC—CB a.

FIG. 110 FlG. L

De acuerdo con cf teorema de los segmentns de las cuerdas que se cruzan de
una circunferencia, tenemos (e

NQ-QK = AQ-QB = a? —x*
Aplicands el teorema de les senos a lns trianguios NQC y QCK, uvblenemes:

5 X sen % _xsenf
r‘Q_sen {w+p4 9" QK= seny
Por consiguiente,
. _ Ysenasenp L,
NQQK — P +T}_a x4,
de donde,
o __{{3 sen ysen {a-F B4

T &nosenfd-senyseni By
Anélogamente se determina que

a® sen ysen (o P -m
senasen fi+senysen (x+p+y 7

yr=
Asi pues, x=y.

396, Sean By, B, By y B, los puntos medios de los arcos 4,4, A,4,,
A,4; v Agd, {fig. 111), Sea, ademas, o, el angulo central correspondicnte al
arco A;B (i=1, 2, 3, 4). Designemos por ¢ al anygulo formadu por los scgmen-
tos B{B; y B,8;. Entonces,

ety

'P l L}
y. puosio gque
Loty + Zoty + 200, + 20ty =2,
entonees,
o
=
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397, Elijamns los puntos A y B en la linea quebrada de manera que divi-
dan su perimetro en dos partes iguales. Sea U el punilo medio del segmenio 4B,

e + ;i . 2 ;]
Iracemos, tomandn el punto O como centro, una circnnierencia de radio £

1
donde poes ol perimelro de la quebrada. Demostremos que esta circunferencia
os In huscada, Supongames lo conirario, o sea, que existe un pupto M de ia
guebrada eslerior a la circunferencia descrita. La longitud de la parte de Ia
quebrada que wontiene a M no es menor que AM 5-BM, es decir, AM —

-}—B.:'h‘fﬁ.‘-_.—; Pery,
AM- BM = 2M0,
En efuelo, del paralelogramo AMBD {Jig. 112) tenemos:
DM=2M0 < BM - BD= AM + BM.

Puesto que MO >%, entonces, de la desigualdad AM 4 BM 2= 2MO0 sc des-

prende que AM4-BM > %— Obtenemos una contradiceidn.

398, Tracernns por ¢l vertice A del tridngulo dade AB8C la recta AD para-
lela 2 una de las rectas dadas x e ¢ ¥ que ne corta al tridngulo. A continuacidn,

& é
,Jd'
1
4 o g 7
FIG 112 FIG. 113

bajemos desde los punles B y € las perpendiculares BP y €@ 2 AD (fig. 113).
Supengamos que fas dislancias desde los virtices del tridngulo ABC hasta las
rectas x ¢ y se expresan por niimeros enferos. Entonces las longitudes de los
segmentos 4P, 4Q, BP y CQ también se expresardn por nimeros enieros. En
virlud de eso,

BP )

serdn numeros racionales y, pot lo tanto, serd también racional el nimero

BP CQ
tg / BAP—tg £ CAQ AP AQ

tg[BAc“l-{-tgg:BAPtgéCAO |+£@_'
AP AG

Par esla fazon, vv impusible que el /£ BAC=60°, puesto gque tg 60°=§ 3 es
um numers irracional. Por consiguiente, el A ABC no puede ser regular.
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399, Supongamios que las reclas 4,8 y AB; se crucen en ¢l punto Oy que
sea OD | AB (fig. 114). Puesto yue A ABA, A DBO v A BAB w»» A DAO.
cnlonges,

= A8 T TAB
De agui,
R e i el
Pur cunsiguiente, la distancia
00 =2

no depende de Ia disposicion de lus puntos A y 8 (si se conservan 1as magn.
tudes de a y b).

FIG, 114 115

400. Si K es el punto de tangencia del segmento MY con Ia eircunierencia
{fig. 115), entonces BM=MK vy KN =ANC, de donde

MN=BM4CN [§3]
Pero, M¥ < AM - A¥. Por esc
ZMN < BM A4+ AM L CN+ AN = AB 4+ AC,
de donde

My {ﬂ_g_if,

Por otra parte, MN > AN ¥ MN > AM, puesto que MV os la lupalenusa del
trianguly AMN. Por eso 2M¥ . AN L AAM vy, en virtud de (1) (enemus que
IMN > AN NCH- AM - MB—=AB+ 4C

Por consiguiente,

M ~>ﬁ-§£ .

401. Sea ABC el trisngulo dado, AB= BC, BO [t AC, O ol ceutro de la ar-
cunferencia que hace contacto con AC, D ¥)f los puntos du inlerseccidn de
esta circunferencia con AB y BC (fig. 116). Prolonguemos el lado AB lasta su
segunda interseccion con la cireunferencia en ol punto F. Demosiremios que
FE | BO. Observemos que / 0BF = / OBE, puesto gque estos angulos son
igudles a los ngulos en fa base AC del tridngulo ABC, Luegn, BF == BE, en
efecto, si fucra BF » BE, entunves, {razando en BF ¢l segmenlo BL' = BL,
tendriamos que los tridngulos OBE y OBE" son iguales y que OL' =0F, lo cual
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s nnﬁliosihlc, presto que el punte £° se epcuentra dentre del circulo de radio
OF; dc andloga forma se demostrard que es imposible {a desigualdad BF < BE.
Pero la bisectiriz BO de! tridngulo FBE debera ser también su alfura, lo gue

. 1
era necesario demostrar. Por esta razén, / DFE=5 £ ABC no depende de la

posicién del punto € en la recta BO. Par consiguiente, la magnitud del arco
DE, cnya mitad se mide por el £ DFE, durante la rodadura de la circunferen-
cia permancee constanie

FI1G. 116 FIG. 117

402. Valiendonos de las denntaciones inlroducidas al resolver el problema 324,
hatlames:
ab- ed

, b+t ad
g
“ad {ac -+ b}, mt =

“ab Led

%3

{ac - bd).

Dividiendo miembro s micmbro estas igualdades, obtenemos:

" _ab4-ed
m be -ad”

403, Sea ABC un Arangulo regular con los ados a v ry, 7y ¥ ry las distan-
cias desde el punto M de la circunferencia circunserita al friangulo hasta los
vertices de esfe (fig. 117 Observemos, al principio, que para la posicién del
punfo M dada en Ia fig. 117 tendremos que

fp=ry+ ry

Ln elecia, si trazamos DM =r,, obtendremos el {riangulo cquildtero BMD. De
ayvi se desprende que / ABD=/ CBM,envirtud delocual A ABD=A CBEM
v, por lo lanta, AD=r, Aplicande al tridngulo BMC el teorema de los cose-
nus, ohlendremes

Por consigniente,
ol ik e
ria ri-d ry= b+ ri g g = 2 el i rpry) =202

404. Suponyamos que el lado A8 del cuadrilitero ABCD cruza a la cir-
cunferencia ¥ que los lades BC, CD y DA hacen contacto con ella en los pun-
tos £, F y G ifig L18). Puesto que CL=CF y DF= DG, entonces, la desigual-
dad AB4-CD » BC+ DA cs equivalente a la desigualdad AF > BE - AG, que
fue demostrada en la reselucién del problema 394

405. Supnngamoes que ¢l lado AD del cuadrlldtere ABCD npo corla a la
circinferencia ¥ que los lados BC, CD y BA hacen contacto con ésta en los
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punies F, E v G (lig. 119). La desigualdad
ADH-CB < DC L BA
es cquivalente a Ta desigualdad
AD < DE+ AG,
que fue demostrada en ¢l problema 394,

406. Sea R el radio de las semicircunferencias dadas. Si ry, rg, -, £, SO0

los radios de las citcunfevencias inscritas y d,, d,, ... . d, sus diametros
{fig. 120), csta claro que al aumeniar ncon-
z 4 4 mensurablemente # la suma dy fdp+. .. i,

tiende 2 R, es decir,

dy+dyb oo d dgt oo =R (h
F

FIG. 118 FIG. 119
Ademds, tenemos: 2
(R4-rP=REL(R—r?, ry=dy =15

I
(REra)? = REA(R—dy—r)?, 2ry=d, =7.5"

T
£
A A
FIG. 120
R
Sipongamos que sea a‘num_ Demosiremos que

R

dpr = TS EY
Tenemos:
(R4 g = R4 Ry —dy— ... —dy— i) @
Pero, i 1 1
dtdyto +dn=R(1_-2+T3+"'+n W l))=

| | | i | n
=R| Vmglg—gttp—agr "R e

g* 09



Culocando esta expresion en {21, hallaremos;

i =2r =—Ig—-—
HtiL n+l 1’n+l}[n—1-2)'

Haciendo en la iguafdad (1) =1, obtendremas

| 1 t
e <t LA |
1.2 2-3+ tamEly :

407. Sea O el centro de la mesa de billar, 8 el pruner punto de rebotacidn
y C el segundo punio de rebotacion. Demostremos que si el /£ ABC = 0, entoni-
ces ¢} A ABC es isosceles (fig. 121). En eiecto, el
A BOC es isdsceles, por lo tanto, / OBC= / OCB.
Por la ley de reflexion (cl angulo de incidencia
cs Igual al angulo de rebotacion)y / OBC= / 0BA
y LOCB=/Z0CA. Asl pues, / ABC=/ ACB.
Por consiguiente, ¢l centro O se encuentra en la
altura AD ftrszada al lado 8C. La posicidn del
punto B8, hacia el cual hay que dirigir 1a bola
para que después de rebolar de B y € pase por
el punto A4, se puede fijar dandonos el angulo
£ BOD=a, Tenemos:

OD=Rcusn, BD=Rseno, BA=

i S _ BD _ BD
- =— i
F1G 121 cus?(i—a\l cos 2o
£

Pueste que B0 us la bisecinz del angulo 8 en el tridgngulu ABD, entonces,

BD 0D
BAT 04
o bien
Reosa

- (0§ 2g == —— |
a

de donde obtenemos ta ecuacion para el cosa

|
cos? a-}—% o8 ot —— o=

Resalviendo esta ccuacion, hallaremos

R TR ]
tosa.:-—EJl- l/(?ﬁ-) +?,

Frescimehimos de o segunda raiz puesto que, en virtud de que R > a, da ¢l va-
lor de ens o < —1.

Si supenemos ahora que / ABC =1, obiendremos la segunds solucron del
problema. los puntos B y C se encuentran en los extremos del! didmetro que
pasa por el punto A

408. Sca § ¢l vértice del dngulo dado e, A, el punto del primer encientro
del rayo con el vspejo, §B) el lado del dngulo, cn el que se encuentra el punto
Ay, v 8By el otre lado del dngulo. Designemos los siguientes puntes de en-
cuentro del rave won los lados del dngulo por A,, Ag ..., de manera que el
trayecto del rave dentro del dngule tendrd la forma de una linea quebrada

Adl Ay o g 122).
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Tracemos sucesivamente, en sentido de rotacién de 8B, hacia S8, los an-
gulos B,SB,, B,SB,, ..., iguales al dngulo a= / B,SB,. Tracemos en el lado
SB, (m=2, 3, 4, ..) el segmento S, =S84, (los puntos Ay v A, coinciden)
y demostremos que los puntos A;. A;. .. se cpcuentran en una misma recta.
Para ello es suficienie demostrar que cada ires puntos sucesivos An. A,',Hb A:u,g

‘S. 2 e ¥
7 A A4, &
G 122
se encuentran en una misma recta {suponemos aqui m==0, 1, 2, ...), Observe-

mos que A AmSAnn=A 4,54, 51, en virtud de lo cual
{_’: -q:n‘q.:n-l 1S= é ArxAm-HS'
Analogamente A Ama1SAmiz=A Ap+15A 542 ¥, por consiguiente,

Z SAms1Amis=2 SApirdnss
Pero, por la ley de reflexion (el éngulo de incidencia es iguul al angulo de

reflexion). )
LS8AprApte=L Apd B
Por consiguienie,

L Al:nfi;n+ls+ & SA:HHA:HH =L AgApnS+ L ApApa B

De este mode, ol (rayecto de! rayo, la quebrada AA4, ..., ha resultado
desarrollado en la recta I(AA;A;}, Puesto gue e¢sta recta puede cruzar solamente
un nimero finito de ifados SB,, por consiguiente, el mumere de reflexiones del
rayo es finito.

Esta claro que si 8B, s el altimo lado que corta la reela {, enlonces
noe < B, v (n 1 ae=P. Ast pues, el nimere de veflexiones es gual a un Lal
niimero cntero n que satisface a las desigualdades

n< -E =n-|i.
o

Para aclarar las condiciones con las cuales el rayo, despues de cierta can-
tadad de reilexiones, pasard de nuevo por el punto A, construyainos una serie
de puntos Cy, C,, ... de manera que el punto C, sea simetricu al punte A
respecto del lado SB,, el punto C, sea simétrico al C, respecto del lado SB,,
clc., en general, de modo que el punio C,, sea simetrico al punto €y, respecto
del lado $B,,. Es evidente que el hecho de que el rayn pase de nueve por el
punto A es equivalente a que pase la recta [ por uno de los puntos

Cp m=1,2, ...).
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Para formular anaiiticamente csta condicion introduzcamos el dngulo
= / ASB, y dislinguiremos dos casos:

a) el punto €, por el que pasa la recta ! es tal, que % es un nimero par:

b) el punto Cp es tal, que & es un niimero impar.

En ¢l caso a) (este case csta representado en la fig. 122, donde k=6)
£ ASCp=ka. Puesto que A ASCy es isosceles, entonces

m ko
Z SACk=§_-§-‘
Por otro lado, el mismo angulo es igual a y-Fai—pB, por consiguente,
o ka
F—g=rle=h
dv donde, 5
J?:_ﬁ..__c.il_._.—n n

En el caso b) fendremes que
L ASCr=(h+ 1) —2y
y. como anieriormente, obtendremos la relacion

bhlya— 2
de donde
k—i—l?:g—-—-B—ﬁ . {2)
o

Si razonamos a la inversa, nos convenceremos facilmente de que el cum-
plimiento de una de las relaciones (1) y {2), para un valor entero de k. conduce
a que la recta [ pase por el punto Cp. Por consiguiente, el rayo pasard de
nuevo por ¢ punte A cuando, y sélo cuando, (I} o (2) sea un nimero entero
par.

4. Lugar geométrice de los puntos

409, Ll lugar ‘genmélrico buscado estd compuesto por dos arcos de circun-
lerencias: el arco BE con su centro en el punto wmedio € del arco AB de 1a
circunferencia dada y el arco BF con centro en el punto medio del segundo

arco AB de la circunlerencia dada, con la pariicuiari-
dad de que LAF es tangente en el punto 4 a la cir-
cunferencia dada (fig. 123).

Demostracion. Sea N un punto del lugar geome.
trico buscado, obtenido con ayuda del punto M to-
made en el arco inferior A5, Segin la construccion el
tridngulo NMB es isésceles y, por lo tanto,

£ BNA =._é £ BMA =.;, £ BCA.

Por consiguiente, el punto N se encuentra en la
FIG. 123 circunferencia de centro C gue pasa por los punfos 4

y B. Luege, ¢l punto N deberd encontrarse dentro
del dngulo BAL, es decir, se encuenira cn el arco BE de la circunferencia
de centro C.Al contrario, si N se encuentra en este arco, entonces

£ BNA = £ BCA = £ BMA.
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de donde se desprende que / BNA =/ NBM y que ¢l A NMB es Isdsceles.
Asi pues, ¢l punto N se obtiene de la construccion indicada, De analoga forma
se clectila la demosiracién en el caso cuando el punto M se encuenire en el
arco superior AB.

410. El lugar geométrico buscado se compone de dos rectas ! y & dispuesias
simétricamente con respecto de la perpendicular comin BB* a las reclas para-
lelas dadas trazada a través del punio O. La recta ! pasa por el punilo € pur-
pendicularmente a OC, ademis, 8'C=08 (fig. 124).

A 7

FIG |24

Demostracién., Sean M y N los puntos obtenidos durante la construceion
con aviida de la secante AA” La demostracién se lleva a cabn solamente para
el punto M {para ¢l punto ¥ se realiza anilogamenic). Sea MF | B'C, entan-
ces, £ OAB=/ A'MP (como éangulos con lados perpendiculares). Por esta
ruzén, los trizngulos rectangulos OAB y A'MP con iguales hipolenusas OA y
A'M, son iguales. Por consiguiente, A'P=0B=58'C. De aqui se desprende
que si £ es ol punto medio de OM, entonces, los puntos M, A, Cy O se
encuentran en una circunferencia con centro en el punto £y, por consiguiente,
MC | OC, es decir, el punto M se encuenira en
li recia 1. Al contrario, si M es un punto de ~<4
I2 recta I y el angulo MA'C es reclo, entonees
A'P o« B'C=08, de donde se deriva l2 igualdad
de los {ridngules OAB y A'MP y, por fin, la
igualdad 04 =A'M. Por consiguenle, el punto
M se obliene de la construecion examinada.

411, En ef caso de reclas que se cruzan,
el lugar geométrico buscado se compone de cuatro FIG. 125
segmentos que forman ¢l rectangule ABCD,
cuvos vertices se encuentran en las rectas dadas £y m y a uus distancia de
éstas igual a la distancia dada a {fig. 125).

Demostracién. Sea el punto M fal, que MK 1 {, ML | m y MK4 ML =a,
donde @ cs la longitud del segmento dado. Tracemos por el punto M la recta
AB de tal mancra que QA=08, y MN||OB. Sea AP | 0B y Q el punio de
interseccion de AP con MN. De la igualdad AN=MN se desprende que
MK = AQ y, por consiguiente,

AP=AQ4-QP=MK+4 ML —a

Por consiguiente, el punte A es un vértice del rectangule mencionado Lo
mismo es justo para el punto B, asi que el punte M se encucntra en vio de
los lados de este rectangulo. Al contrario, si M se encuentra en uno de los
jades de este rectdngulo, entonces, razonando a la inversa, oblendremos que
MK+ ML=AP=a.
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Si las rectas dadas £ y m son paralelas y la distancia entre ellas es igual
a #h, el lugar geometrico buscado existe snlamente cuando az=h, y representa
un par de rectas paralelas a las dadas para w - #, y toda la zona entre { y m
cuanido a=*h,

412. En ¢l caso de rectas que se cruzan, @l lugar geométrico boscado se
compane de oclie semirectas que son las prolongaciones de- los lados del rectan-
gulo ABCD indicado en la resolucion del problema 411 (fig. 126). La demos-
{racion es anafoga a la demostracion dada en el problema anterior.

St las reelas dadas [ y m son paralelus y la distancia entre ellas es igual
a h, el lugar geométrico buscado existe solamente cuande a=< /i, vy representa
un par de rectas paralelas a las dadas en el caso en que a <X h, o la parte de
un plano que se cicuentra fuera de 1a zona entre /v m, cuando a=1f,

S __I_:il/g
~f "]\,,

i, 126 FI1G. 127

413. Si el segmenio A8 se encuenira en la rvcta { y el segmento CD en la
recta m, entonces, el lugar geométrico buscado se compone de cuatro segmentos
que [forman el paralelogramo PORS, en ¢l cual I y m son diagonales v la po-
sicién de los vértices Py @ se determina de la relacion

hpCD=a?, hoyAB =0, (1)

dond:; Aip y hg son las distancias desde los puntos P y Q hasta las rectas m
y I ifig 127
¥ Demostracion. Observemnos que para las rectas ! y m fijadas, el lugar geo-
métrico buscado queda determinade por las longitudes de los segmentos AB y
£D v la constante a, pero no depende de la disposicién de estos segmentos en
las rectas { y m. Ln efecto, al cambiar esta disposicion, las dreas de los fridn-
gulos AMB y CMD no varian. Por esta razon, es sufliciente examinar el caso
particular cuando los scgmentos AB y CD tienen un cxtremo comin en el
punto de interseccidn de las rectas I y m. En este caso los segmentos AB y
CD seran los ladns de un {ridngulo; el tercer lado del cual se encuentra en uno
de los cuatro angulos {ormados al cruzarse las reclas { y m. Por ejemplo, en
la fig. 127 coinciden los cxfremos 4 v € y el tercer lado es BD.

Sea M un punto del lugar geométrico buscado, que se encuenira dentro del
anguly BAD. Entonces, el arca del tridngulo BMD sera igual a

Semp=1Samn+Scmp—Sanp|=|a*—Sanp |-

De aqui se desprende que la distancia del punto M a la recta 8D no de.
pende de su posicign en la recta PQIBD. Para los puntos P y Q@ se cumplen
las relaciones (1)

Al contrario, supongamos que sea M un punto cualquiera en la recta PQ,
dolnde los puntos P v () han sido construides de acucrdo conm (1), De las
relacinnes

AP Sapp  a* CQ_SCQR_ at
AB “Sapp Sawp' CD 7 Scps Samp
se deduce
ap_co
AB D
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es decit, PQ'BD. Por eso,
Samn+Scup=Sanp+Samp="Sasp+ Snep=S8app = ¢*

Por consiguiente, ¢l punte M pertenece al lugar geometrice buscado Los
demds lados del paralelogramo FQRS se obiienen de farma analoga ol haces
coincider olros exfremos de Ios segmentos, a saber R si B=(, RS cuandn
RB==D v SP en cl caso en gue A sz [D.

414, El |ugar geométrico buscado es una circunferencia simétrica a la cir-
cunfurencia dada K con respecto de la cuerda dada AB (flg 128)

Demostracién. Tracemes en la circunferencia X la cuerdn AD | A8 >Su-
pongamos que el A ABC estd inscrito en K y que sea M el puniv de intersec-
cion de las alturas de este tridanguio.
Es facil ver que AMCD es un paralelo-
gramo: DA|ICM coma perpendiculares a
AB, v DC|AM como perpendiculires
a BC(DC | BC, puesic que BD escl
diametro de K). Por esta razdn, ol punto
M s cncuentra en la circunferencia K’
oblenida desplazando la circunferencia K
a la distancia AD en sentido de la
cuerda DA. Es evidente que esta circun-
ferneeia K' es siméirica a la K tespecto
a AB. Al conlrario, sea M un punto en
K'y MC ] AB. Puesto que MC=:AD,
entonces AMCD es un  paralelogramo
y, por lo tanto, AM||DC. Pero, DC | BC,
puesto que ABCD cstd inscrite en K y el
angulo BAD es recto. Por eso AM | BC
v M es el punto de inferseccién de las
alturas del A ABC. Por consiguiente, M
perfenece at lugar geoméirico buscado. Fl [

415. Sea O ¢l centro de la circunferencia dada y R su radio (fig. 129 EI
Iugar geoméirico buscado es la recta { perpendicular a Ta recta 44 y que corta
a esla recta en el punto B de manera que

R: ;

Demostracion, Tracemos por el punto M una recta I | OA que cortara a
la recta ©4 en el punio B. Supongamos que sea € el punio de inferseccion
del segmento OM con la cuerda KL De la semejanza de los iriangules GAC
v OMB se deduce:

08_om
[N Y
de donde Bl
-l o
oB A 12y

Segin la construccién, KC es una de las alturas del tridngulo reetangulo DK A1,
pur consiguiente,
OM-0C= R*,

Sustituyendo esta expresion en {2) obtendremos la igualdad (1

Al contrario, sea M un punto cualquiera de Ja recta J purpendicular a OA
v tul, que OB se delermina por la igualdad (1). Tracemos la tangente MK y
KC | OM. Supongamos que KC corta a la recta OA4 en el punto A°. Enton-
ces, repitiendo la primera parte de la demostracién hallaremas que OB se de-
{ermina por la iérmula (1) sustituyende OA por 04" De agui oblendremos que
0A'—0A, es decr, el punto A coineidird con el puntu A, lu cual significa
gue el punte M pertepece al lugar geomélrico buscadu,
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416. Sea

Tracemos las bisecirices MP y MQ de los dos angulos adyacentes con el vér-
tice M y los lados MA y MB (fig. 130). Entonces, por la propicdad de las
bisectrices tendremos:

AP _p AG_p

B¢ VEQ G- M
De agui se desprende que la disposicidn de los puntos P y @ no depende de la
del punto M. Pueslo que, ademis, / FMQ:%-, entonces, el punto M se en-
H
a‘.
7
24 5
i 4
FiG. 129 FiG. 130

cuenira en la circunferencia K de didmelro PQ. Al conlrario, supongamos que
los puntos P y Q se han construido de acuerdo con (1} y que K es la circun-
ferencia de didmetro PQ. Si el punto M se encuenira en esta circunferencia,

enfonces / PMQ:%. Tracemos a través de! punto B RS[AM, entonces

P AM_AP p
' BS BP gq°

AM __AQ_
B0 (4]

de donde BR=B8S y BM es una mediana en el tridnguto RMS. Puesto que
el A RMS es rectangulo, BM=BR y, en virtud de (2),

AM __p
BM ¢
Por esta razén el punto M pertenece al lugar geométrico c,ue se examina,
[4

Para expresar el didmetro PQ por medio de la iongitud @ del segmentu A8,
de las relaciones

PB:AB—AP:a—?pPB,

Bi=A)—AB= : B(j—a,

hallamos:
PB=a——, By=at—,
Py p—gq
de donde
PO= 2u
LN
g 7
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Si p=g, enlonces, el lugar geométrico buscado serd, cvidentemente, la
perpendicular @ la recta 4B irazada desde ¢l punto medio del segmento AB.

417. El lugar geométrico buscado es la perpendicular al segmento A8 tra-
zada por su punte medio E.

Demostracion. El tridngulo ADB es isésceles, ya que / CAD= / CBD,
como Angulos gue abarcan iguales arcos CD en iguales eircunferencias (fig. 131).
Por esla razon, ¢l punto D se encuentra en la perpendicular al segmento A5
trazada por su punto medio E. Al contrario, si temamos cualguier punto D
en esta perpendicular, que no coincida con el punto E, entonces las circunfe-
rencias que pasan por ACD v BCD son iguales. Esto sc desprende, por ejem-
plo, de las igualdades

cD _ €D
Zsence 2sen B

donde o=/ BAD y B= /£ CBD.

R|=

=R2)

418, El lugar ;iemnétrim buscado es una recta trazada por dos posiciones
cualesquiera del allimo vértice.

Demosiracion. Sea, por cjemplo, A4,8,CDy£; una de las posicivnes dek
poligone deformable y A,8,C,D,E, ofra de ellas. Los vértices 4, B, C y D de
este poligono se deﬁh:ran respectiva-
mente por las rectas Ly, I 1o ¥ ip
{fig. 132), Tracemos [a recla { por las
posiciones Ey y E, del altimo  vertiee.

FIG. 121 FI1G 132

Supongamos que ¢l vértice en la recta {4 ocupé 1a posicion A, y en la recla
I, la pusicién D. El lado paralelo a A,F, cortara a { en ¢l punto E°, y ef

ladu paralelo a DyLs, en el punto E7. Segin la construceion
L'E, AA, BB, CC, nn, I*r,

EE, - A;A; BB Gt Db EEL

de dande
ElE, =L,

es deeir, los puntos E' v EY eninciden. Esto significa que el nltimo  vértice se
hallard sobre la recta { en ¢l punto E=E'= £".

Lo inverso es evidente, puesto que la posicion del poligons deformable
pucde ser consiruida comenzando desde cualquier punto L en la recta {

419. El lugar geomélrico buscado es una circunferencia que pasa por los
cxtremos de la cuerda AB y uno de los puntes M, obtenidos de la construccion
indicada en las condiciones del problema.

Demostracion. Introduzcanios previamente algunas denotaciones. Existira
una, y séle una, posicion C;D, de la cuerda CD en la gue €D, [| AB y cuando
en la circunferencia dada K se puede elegir 1al direcewin de giro v, al meverse
en la cual los extremns de Jas cuerdas se encontraran en la sucesion A, B, €,
y Dy (esla eleccién puede ser indeterminada solamente en el case de la igua]dad
AB=CD, cuande las rectas AC y 8D son paralelas). Designemos por o la
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cuerda AB de la circunicrencia dada K, sobre la que se hallan los puntos Cy v
D,. por B, otra cuerda AB y por y, aquella de las cuerdas C\D; sagre la que
no se hallan los puntos A y B. A continuacion, anotemos con M; el punto de
interseccion de las rectas AC, y BD;. E! punto M, se encuentra dentro de K.
Sea K la circunferencia circunserita al AABM, (fig. 133). Demostremos que,
cualguiera que sea la posicién de la cuerda CD, el punte de interseccion de las

P rectas 4C y BD se encontrard sobre K.
f T Mientras ambos puntos C y D se encuentren
4y I sobre el arco o, el punto M se encontrara

dentro de K y, cntonces,

L AMB= B+, m

2 Si por lo menos uwno de lus puntes C y D
resulta en ol arco fi, entonces el punio M serd
' exterior a K y

Z A;ﬂb“—'%(a—}‘l. (2)
7 En el primer cass M se encuentra sobre el arco
FIG 133 AMB de la circunferencia K,, puesto que de

acuerde con (1) ¢l £ AMB no depende de la

posicion de €D vy, por consiguiente, es igual al
AMB. Fo ¢l scgundo caso, debida a que la suma de los miembros
crechos de {1) v (2} ¢s igual a

1 sl

5 (a-}-B},—z 2=,

el punto M se encuentra en el arce AB de la circunferencia K. exterior a K.
Es evidente que es justo también lo inverso, es decir, que cualquier

punta M de la arcunferencia K; puede ser obtenidu chgiendo adecuadamente

la posicion de la cuerda CD.

420. Designernos ia circunferencia dada por O y la recta duda por L
(fig. 134). Sea M el segundo punto de intersccein de la recta PQ con O.
Tomemoes wna circunferencia cualquiera O
que pasa por los puntos P ¥ Q@ y que corta
por segunda vez o la circunferencia O en el
punto R v o la recta [ en el punto S. Sea
A el segundo punto de interseccién de la
recla RS con la areunferencia 0.

Denosiremes que M |L. Con este fin,
aphnpiemos ¢l wiguicnte conocido teorema de
la planimeiria si se conocen una circunferen- e
cia y o un punte A, entonces, para cualquier FIG. 134
reeta que pasa por Ay que corta a esta
cireunferencia on los punfos A y As, el producto de los segmentos A4-44,
ey una ruagnitud constante que no depende de la eleceién de la recla.

Designemos por A el punto de interseccion de las rectas PQ v RS, Al
principio aphiquenos el leurema mencionado a la circunferencia O, al punto
A v oa las rectas AP v AR, Puesto que AP corta por segunda vez a O en el
punic M, y a AR c¢n ¢l punte N, entonces

AM-AP=AN. AR {1}

Apliquenos, ahora, el niismo teorema a la circunlerencia €, al punte A
¥ o lis mistuas redlas, Puesto que AP corta por segunda vez a la circunferen-
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cia O, en el punto Q, y @ AR en ol punto §, enlonces
AR-AP=AS-AR. (2)

De (1) y (2) se desprende la ignaldad

e

M _ 49 5

" AS

e

De la igualdad (3), en virtud del teorema inverso al teorema sobre la propor-
cionalidad de los segmentos cortados por rectas paralelas en b ladus de un
angulo, sc deriva que MN||QS, 1o que era necesario demostrar.

De este modo, para cualquier circunferencia tipo Oy, el punto N puede
determinarse como el segundo punte de interseccion de la recta gue pasa por M
y que es paralela a L, con la cireunferencia 0. Esta constrreeion determina un
mismo valor del punto % independicntemente de la eleccion de la circinferen-
cia Oy Por consigniente, todas las rectas posibles RS oblenidas para diferentes
circunferencias Q) cortan a la ecircunferencia O en ¢l punto &

Los casos excepcionales cuando de (1) y (2) no se deriva i3), pmt vpjemplo,
cuande coinciden los puntos R v P nodos & ¥ §, o cuando PQ.RS, pueden ser
examinados como limites para el caso general y se pueden emplear los razona-
mientos de continuidad.

5. Determinacion de los valores maximos y minimos

421, Si 4 es el vértice del dngulo recto del A ABC v € ¥ 8 se encuentran
sobre las rectas paralelas dadas £, y , (iig. 135), entonces

A= ® . Bt
Ser Cos 'T

Por consiguiente, el area del (ridangulo A8C sera gnal a

= I . ad
5_1”(—? "]BAC: m

De aqui se desprende que Sgp- lendra su valor nunimo iguai ¢ ab, cuando
o =—
b

4

FIG. 135 Fica 1aa

422. Si R es el radio de la circunferencia circunserita v r ¢l de la inscrifa
(fig  136), enfonges

o L 2%
2R == r coly — P
R=r ety o+ reolg | = )
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Chbservando que

cotg -g‘-—|-coig i %— % \ -

’

cos & sen | E-\I-- i i) sen =

el g g lresigg 3
- senE son (X _ 2 )

e U 2}

a
- 2 som 5T _ 9 '
08 {;a—%)—ms % ¥ 2 cos (a-— %)—l
ahienemas:
R 1

r

e % T g
V7 cos [rx—_—i 1—1

La magnitud i tiene valor minimu cuando cosf _T =1, es decw,
|. en virtud de la himutacidn U< a < -; I cuando 2= WT ; en esfe caso
R 1 o
ol S SEN ML TN 10, YR [
N V2+

423. Supongames que del rectangulo ABCD cortamos un triangulo con el

vortice €, de lal manera que se obtenga el penidgono ABEFD (fig. 137) Esta

claro, que el rectiangulo buscado AB,C,D,;

debera temer el vértice €, sobre el ngm-.nto

3 EF. EI problema consiste ¢n hallar 1a posi-
cion de este vértice.

l‘g = Para hallar el punto €, prolopgamos los

1 lados 45 v AD del rectangulo hasta su

R interseccién con la prolongacion del segmento
Bt EF, formando el tridngulo AMVN. Sea
#; AM=m, AN=n
¥
FlG. 137 B0, =AL, — x.
D¢ la semejanza de los triangulos AMY y DG NV tenemos.
Cl _ =X

n: “n

de donde
El
Dy R ¥}
Por consiguiente, para el arca S del rectangule AB,C\Dy, igual a AD,-C\Dy,
obtcnemos {a vapresidn

S= %(n——x} X.

Transformando csta cxpresion a la ferma

=i v

2i0



: 2 i i 5
deducimas gque § tendrd su valor maximo cuando -?-—x=l), es decir, cuando
Fi ! . . e & " o il
x=. Designemos por €, la posicidn del vértice C;, correspondiente ax=+,

Observando que la expresién (1) para § decrece al aumentar ‘%—x L ey

decir, al moverse el punto C; Jesde el punto C, hacia el vertice M o hacia el
vértice F, hallamos que son posibles los tres casos siguientcs:

1) El punio C, se epcuentra sobre ¢l segmento L£F; en este caso, el vértice
C, del rectangulo buscado coincide con €.

2) El punto C, se encuentra sobre el segmento ME, enlonces, €, debe to-
marse coincidente con L. r

3) El punio C, se encuentra sobre el segmento FA en este caso, el punto C
dehe tomarse coincidente con £.

Queda hallar el criterio para distinguir estos casos con ayuda de las mag-
nitudes @, a,, & y b, dadas en las condiciones del problema

Primeramente hallemos la magnitud #. De la semejanza de los triangulos
ECF y NDF tenemos:

n—b

g--a, '
de donde

n=b--|-—£t1-[a—al]_ {2
y

Observemos, ahora, que el punlo Cp resultard dentrn del segmento FF siose
cumplen las desigualdades
b—th < x < b

Sustituvendo aqui x:%. rort ¢l valor conocido de n, obtendremos:
b tn .
b—!"] < T—i—a {a—al) < B,

listas desigualdades se pueden transfarmar lacilmente a la forma

Iz} o
—d EEPRR | 2)
4y [

Si ne se observa la desigualdad rzquierda, el punto Cy resultara ¢n el segmento ME,
y si no se cumple Ja desigualdad derecha sobre ¢l segmenlo FN.

Definitivamcnte se obtiene el siguiente resultado:r st para lus datos e, b, o
y &, se cumplen las dos desigualdades (3}, entonces el virtice € del rectanguio
de drea maxima se cncuenfra dentro de los litmites del segmento EF y el lado x
de este rectdngulo se calenla por la formula

h b
A='{é‘+"?{71 [a—al_l,
si no se cumple la desigualdad izquierda de (3),

el vértice C; coincide con el punte £, y si ne
se cumple la derccha, con el punte F.

. : . . g A 8
424, Describamos una circuniferencia que pase FIG. 128
por los puntos A y B y que haga contacto con 3
el segundo lado del angulo (fig. 138). El punie
de tangencia serd el pupto buscado, puesio que para cualquicr punto C° perte-
ncciente a esta recta ¢l dngulo AC'B se mide por la semidiferencia de los
arcos A8 y A8y, micentras que el fACE se mide por {a mitad del arco AB.
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Observemies, a continuacian, que (0CP=08.04. Por consiguiente, ef pro-
blema se redize a la construccion conocida de la modia aritmetica de las lomg
tudes de los seemenlos dados 0A v 0B.

425 Analicomos tres casos posibles de dispesizion del segments A8 respects a £

a1 AB|. Para cualquicr puule M de fa recta { tenemas gue | AM —8M | 2= 0,
admias, existe un punta M, para el cual | AM, - BM,|=0.

Cste puntu es el pie de [a perpendicular bajada desde el punto niedio del
weementn AB 2 1a rectn L EI punto M para el cual |a magnitud | AM —BM |
ferlris su valor maximo, no existe. Esto se desprende de que | AM—B8M {< A8
v ki ignalidad es posible solamente en el caso cuandn A, By M se encucniran
sobre gna misma recla

bi AB | I Puesto que |AM—BM|=<AB, entonces, para el punto de
interseccion de la recta £ con la recta AL, la magnitud |AM—BAM| tienc su
valar maxime igual a la Jongitud de AB El punto M para el cual la magnilud
|AM—BM | wriy minima, no existe.

i La recta AB no es paralela y no es l:erp-:nd:cular a L. Es evidenle que
| 448 — B¢ | adyuwirwa su valor mimmo s M es el punte de inlerseccion de la
reefa | con la perpendicular al punte medio del segmenlo A8, La magnitud
HM—BMJ tendré sn valor maxmo cuande ¢l punto M sea el punto de inter
sovcion de 48 conl

426 Seu MY una posicién cvalquiera de la secante, AP ||OA y AQ[[OM
g 134

i 130 FIG, id0

Inteaduzeanos fas sigwentes denotaciones

ae=hrea N APM,
y=arva A AQN,
a=area A APQ,
S=arca A 0K,

=4M,
= AN
Tepemas:
S=¥Ltxly
Es ceidente que
X AL h
S F o a

Por wunsigaienly,
i @ 83 L fu—bp
S=Ul,_2—|—%+7‘|..—-4ﬁ| & J

. ke

El valor g 5= 46 s ubtigne pura e =5, lo yue cra necesario demostrr.



497 Sea a+-b=g {iig 1400 De acuerdo con =l teorerna de ns cosenos

2

= g* 4+ 2a? (1 4 s gy — 23§ (1 + cos ) ;azl_ffgeﬂ

+2(1+cosp (a— )

i1
Pueste: yue Coq oson mvaniables, el valor mimimo de ¢ sera cuando a= - =
jue g ¥ i

a-Ll
2

, es decir, chando sca g==b

428, Primera 1esolucion. Examinemas el A ABC con hase AC y designemus
prr a, by ¢ las longitudes de los lados opucestos respechivamente a los angules
A, By C hagamos u+b4c=p

De las relaciones

@ ¢ _ h
secn A senid — #) sen B
hallarmos:
sen A sen .4 L Bj k i 5
P Ay il . [ e B enf A — .
R sen B 1 sen £ e 2 __il
ki T

. P

Puesta que # >0 ¥ sen - > i, eplunces, p tendra su valor maxnne cuando sea

Fi T

2 2

En este caso A=C y el A ABC es istsceles.
Segunda resolucion, Tracemos con la base duda AB come cuerda o seg.
ments que abarque el dngulo dade g {fig. 141} y examinemos los dos iriangilos
tnseritos en este segmento. el tridngulo isdsceles ADB y el ne isosceles 4c B

VAR AN
A

P16, 141 FIG 142

Desie ¢l punte £ describamos una circunferuncia de 1adiv AD=DB8, prilon
guemos AC Basta su nterseccidn con la crcunferencia en ol punte 3 ¢ uma
mos ¢l pupte Al con les punins D « B Obtendremos

AD+ DB =AD4+DM % AM=AC | LM
Perooen el tridngnlo BOM
LUBM=/ ACB— / CMB—= /2 ("MB,

pueste gque 4/ ACB=/ ADB y se mide por oi arco AR, imwentras gue e
s+ AMB se mide por la mital del arco AB. Pur vonsiginente, CM =C8B
AD -DB » ACH CB.

L
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429, Designemos por R, y R, los radios de las circunferencias circunscritas
respectivamente a los frigngnlos ACD y BCD, y hagamos / ADC=g, AC=#
y BC=a (fig. 142). Tenemos:

i i a
R =su i’ L e (i—) seng
De aqui i—‘—-g- Los radios Ry y R, seran los mininos cuando sea tp=-~=2L i

en osle caso D serd cf pie de la altura CD.

430, Cada una de las circunicrencias

coriadas deberda hacer contacto con dos de

los lados del A ABC (véase ta fig. 143).

ademas, las circunferencias deberan lener

contacte una con la otra. En el caso con-

N trario el radio puede ser aumentadn, Por osin
razén, los centros de las circunferencias <o
= = encuentran en dos bisectrices de los angu-
LS s FAy o los futernos, por ejemplo, en las AQ v

G5 = €O, donde O es el centro de la circunferen-
A ¢ ¢ cia inscrita al A ABC. Si r es el radio de
Fla 143 la circunferencia inscrita en el A ABC v p

esel radio de las circunferencias cortadas,

entonces, del A AOC tenemos que

r—p_ ¢
b
de donde hallamos yue
1 o 2r
T AR TE T

De esta férmula se desprende que p sera maaling cueande como & se foma el
lado mayor.

B. ESTEREOMETRIA

i. Problemas de cilculo

431, Sea a el lado de la base, d la diagonal de la cara lateral del prisma
y ¢ la acista laleral fig. 144), Tenemos

] ~
Del A A BC, ¢ desprende qus faxd sen l;’— Por ¢sa

[ g - ]/l—ilsnuﬂzi
4 2

2 sen ?
y, por consigutente,
3 Vi e
v:LL l—4 sen*?— ;
8 sen 2 :
2
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de dunde
e S
o % Susen 7
l ],//-3— 12 sen® Lf

432. Sea H la altura de la pirdmide y @ la longitud del lado de la hase,
Examinande los triangulos scmejantes OMS v ABS (hig 145) haltaremos

b EE 2__h?
g ittt
S “J
En
4, G
\ /
\' i
/

FIG. 144 F1G. 145

Analogamente, de los tridngnlns OKS y CBS obiendrenws.

)/ 5 He
i @

Dividiendo miembro a muembro la igualdad (13 por la @2y fendremos:

SHE—ARE h
1/ m_b l/ﬂ_ *
de donde
. 200

TYor—r

Colocando esta expresion en (1), hallaremos facilmenic yue

4 Buh?
o=

ps!



En resumen, para ol volumen V obienemos la siguiente cxpresion:

. 1B b3
ll- TS e m— - —
3 by AT
433, Sea I 'a altura de la piramide, x la allura de la cara lateral, trazada

desde el vertice de la piramide, R ¢l radio de la circunferencia inserita en la
base, r el radio de la circunferencia circunscrita

H i la base y a el lady de Ia base, De la semejunza
! de los trisngulos CA,B, y CAB (fig. 146} ubte-
nemos:
H—h R
H ot
de donde
fr
= g
7 Pero, del A ADB tenemos que
¢ !=——-—R
n
cos —
L

v, por le ianto,

h
7 P

o
| —cos —
f
Puiesto yue para ol arca de la hase y el volumen fenemos 1as sigmentes inrmulas
I 4 2n . 2l
b._._,sl:=u—2— s — ¥ 2 —= Stselds
entonees,
fsz—i——

Vol
Hnsen —
H

Coluunda aqwi el valor hallade de #, hallamos

I :

PO P
ras E LS _‘_
]‘! st -

S — i T o m
Puestn que x=F REH* y ==rsen i la wperficie lateral es igual a

I - _—
-'!T.\'{I:.ﬂ! SEN —-;- } #=4 H®,

o, delimtvamenty

!
g w3l ] oy
1 PRl ll—cus-—}l&l- (I—-u_:us--- j e
Si.lt’“’" 1nsen — =" \ f) \ n; o _
'R In i U a0y
ahsen — | nhly — [ l=cos =
I L ] Y mt
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434. Sean M y N los puntos medios de las aristas £S5 y DS (fig. 147,
es facil ver que AMNC es un trapecio, ya que MN{ED v ED|| AC. Es evi-
dente también que

L

Haciendo use de la formula (1) para el cuadrado de la mediana de on
tridngulo en la resolucién del problema 370, hallaremos:

N T - 24°
i Y e .
G 2
Luego,
KC - AC 3n
B T e

puesto que / ABK:%' Si KL es el segmento yue une los puntos medios de

la base del trapecio ACNM, enlonces

A i\ 4
- J,«/-b*+2q’ _ 2( V5 +1 __In""]?__ VAR 32
/ Py 1) 1
) n K5 -+ :
aqui aprovechamos que sen o ) Asl pues, el arca buscada sera

ignal a
Swemg (N + A KL= L (24 V'5) VT TAF

435. Sean £ y F los puntos medios de las arislas de 12 pirannde regular
triangular SA8C y U ¢l punio medic del segmento £/ (fig 148). Dado que

"

CIG 14%

la seccion es perpendicular a Ia cara CSA, entonces, el £ SUH s ncto Pro.
lungando SD hasta su interseccion con la recta AC en el punte M, examinemns
¢l tridnguio MBS. El punio D, ahviamente, divide al segmenta SM par la mi-
tid. Puesto que, ademas, BD | MS, entonces, ¢f trizngulo MES o5 isosceles;
SB=MB. Supongamos que ¢! lado de base de la pirantde o5 ywal o a
I ntonces, —
a3
2

$8=MB=



I.a allura de fa cara lateral es

SM = VSO —Ca =" ‘2 =
Por eso
3¢t )2
Sli!l'= 4 s
¥, puesle que el irea de la base es igual a
i
Shass. T B
entonces
Sia o
< It }
base

436. Sca a la lungitud del ladu del cuadrade que se encuentra en la base
del prissia, 1 1a longitud de la arista lateral del prisma v d la diagonal de la
cara lateral (hig. 149). Designemos por Sg cl

N area de la seccion; se ve facilniente que la super-
110, ficie total del prisma serd iguwal a2 4(S—S;.);
i T - por eso, es suficiente determinar Sg... Tenemos
|
1 s
:I F S“cL?(F serl o, a-_-dlf2sen-3—5~.
/ ) —
ar r_— i . % §rm—
!_.," : \‘.- =) d*—a*=a ]/ l—lsen4—2-=d ¥ cos a.
B ,}' B Luego,
3 % .
; . A= o a? la
§=Suet 5 H25=
., {sena §8 5 o e f._‘
FIG. 10 _u‘( et l?son-é—}cosa’\
De agu

_ 25

setl & 4 2sen? l;——i-Q Y2 sen-; Vcsa

AT

N, poF com-iguicnte,

Ssene

Sypen=

sen et 2sen? —;—-}~2 V 2sen % V cosa

En conclusion, después de las correspondientes simplificaciones, hallamos que
la superficie total del prisma es igual a

sen%—l— V2cosa

'-"-Iul pnb—"‘*‘{s_ssec) =45 " T .
cos 5 st 5+ Vicsa
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437. El lado de la base de la pirdmide es igual a a=. 2rsenw (por el lema
conocido al teorema de los senos). La arista lateral (fig. 130} es

a

f.—.‘—z .-_cf,=2r cos '2—
Sen -

2
Por esta razon, la altura de la piramide serd

I R Y o T
- 2 (aV 3\ ]/ 2 0 seno:
)‘1~Vl (.—--3 )_Jr cost 5 — 52,

y, por consiguiente, ¢l wvoluiwen de la piramide scra
igual a

P, oY 3 2 i [
7 L T A % cant
3 h 1 7 rtsenta l/ 3 cos 5 —sena. FIG. 15

438, Sea ABC’D’ la seccion indicada de la pirdmide OABCD. Traceinos el
plano auxiliar OPN a través del vértice O de la pirdmide y los puntos medins
de sus aristas AB y CD (fig. 151).

Es facil ver %ue el plano OPN es perpendicular a A8 y €D, y que lus
& son iguales,

segmentos OP y O

FI1G. 151
Aplicando el teotema de los senus al tridngulo OPM, hallamos.
OM _ sena
OP “senda”

Pueslo que D'C’'||DC, entonces
p/C w0 08 g 202

on Sen 3oL
Aplicando el teorema de los senos al tridniulo PMN, hallamos que
PM _  swenlg
PN ™ sen(n—3gq)’
de donde
Pl 202

enda’



Ahnra, abtenewos el area buscada de {a seccidn ABC'D
S "-1 sen 2a , sen® 2oceos o

— == S—
sen det ! scn dt senF 34

5:--»5—['48 | Pr-u—-fz- [a i

139 Fanphloinda las denctaciones o la Trgo 152, examinemas ;‘_ parfe el

doesvan OS8WA Lsta parte consta de dos peiramides  La primera pirainde
fiene vomn b SBH v su virlice s O snovalumen es

’ j - wh

Vi= af SO Sana = 18
Lo segunda uramide fiene como bese BM Y v s vartive es U, st volumen sera

7 i
Vis =

Ast npes, o0 valumen del desvan es pnal o

@2
Vo Rl bl -_—'J_!.

430 Scan BY v CM Jas perpendiculares frazadas desde los vérlices B y C
de la lase il 133) a la arisla lateral SA. El dngula BMC formado por estas

UG 183

perrendiculares es el buscado Designémosle por fi. Es obyic, yue

b BK _
sen?—ﬁ “}

Sea a vl Tl e B base do la piramide. [ ntotices

r::}
S Fumrx
)rr' fon e Lo
" ¢ alf 3 a I
- it 3 |'z
\F ], (._hcoso:) ( 2) bcnﬁ.rxl' (14 cns )

Dot treangels repecles ASE latlamos facilments su altura 44

u

g:i"f:—“’;—‘:
Vi+acost 2



De este moda, en virtud de (1)

oo _} l—.—&co:ﬁz
el = e

y, por eonsiguiente,

Vigsews'a

Pl g
441. Tracemos un plano por la arista SA v el punto & del pe de ia per-

endicular AN al segmento BC (fig. 154). Sea ¥M la altura del tridnguls ASY,

! segmento N, por ser perpendicular a AS v BC, evidentenienle, cs igual
a d. Designemos por 2 el lado de la base de la pramide, Liutonces

B-=2 are sen

S 12 —.
‘ZSL’I’IE

v la altura Jde la pirdmide es igual a

SO= Y SAT—A0F=—"° ]/'J-— 12 2.
tisen — =

2

Puesto gue AN -50 =454, entonces

fuf

i s
TA Y. g |9 can? =
3 .il 9 12 sen 5

Cote resullado, lenemos:
AT 44
v=,_'3~“ "L Bl d o,
3 { 4 —4 sen? ﬁ: sen %

-

442. Sea AD=a, BC=0 (fig. 153). Tracemos el segmento £F yue une los
puntos medios de las bases del trapecio. Es evidente, que ¢l angulo diedro
adyacente a AD es menor que el angulo
adyacente a BC. Sea J/ SEO =uq; entonces
£ SF0=2a.

Tenemos:

S0 =0F tg 2a==0F tpa.
Pere,
__f’_ 5 g By L
Or =—tg R OF = 3 tg T

y obtenemss la ecuacisn g-lg a=b-tg g,
resolviendo Ya cual, hallaremos. {1, 1563

Sa—ap*
i

tpo= l
Luege, obtenemos'

SO=0F tga=21g & |/ ‘—-'ﬁ

a—i—b

Soase =22 {0+ OF) = ““’)r ¥

*1 Este resullado demuestia yue siendo a << 20 ¢l prublema no tiene sentida,
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y, por fin, e volumen de la pirdmide serd igual a

. (R
Voo 53 to

443, Sea St ) AB, SK ] AC ¥ SM perpendicular al plano P {iig. 156).
Segin la condicion del problema SA=25cm, SL=7 cm y SK=20 cm. Por el
teormma de Pilaguras hallamos facilmente que AKX =15cm y AL =24 em. Pro-
longuemos el segmento KM hasta su interseccidn con cl lado A5 en el punto Q.
Es facil ver que el / AQK=30° por consiguiente, AQ==30cm. De aqui que
sea JQ=0cm y

3 Uil

7 [
< Vala—2).

LM =6tg30°=2F 3 om
Del trisnguly rectangule SMI hallamos que
SM=V 72V 3F = ¥ F em,

444, Supongamos que sea S el vértice de la pirdmide, SO su altura, BN = NC
(fig. 157). Designemos por a el lado de la base de la pirdmide. Hagamos pro-

A
FIG. 156 FIG, 157

M ; ..
visionalmente %—__i-zk. Fuotonces, de fa semejanza de los Irianguios hallamos

facilmente que

EFad), KiMma L;- A
y del A MHKO cblonemos que
A R, g
bt i R R

cosf T 2cosp
LI arca de la scceion es igual @
3 % V3

—— L {h+2at

l 1
?{AD—I—U}OM:?(Ea--Ha; 7 Es_u“:h-osﬂ

El area de la base, como el drea de un fiexdguno regular con el lade o, es

a3
4

igual a & , ¥ larelacion buscada de las areas es igual a

Gcosp WA+ 2. (2)
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Por consigniente, el problema se reduce a la determinacidn do &, Para este
fin hagamos o/ SNO=w. Entonces, por el teorema de los senes, del A SOM
obtendremos:

e |
SH =50 — lﬁ_ﬁ) =gn b
i sen (B sen {f Ly
Preslo gue S0=-5¥-senq, entances
2 _SM  cos Pseng [ 3
TSN senfidq) [d-topootge’ 8
Queda determinar colg g, Para cllo, observemos que
gy t® a3
SN -gcn.tg 5 ON == 5
SR L ) oty L
SO.':} S.\. ON 2 L')h’_ ? 3
y, por consiguienie, ;
_o¥ V3
Colg g =m-= e

S0 =t
il
]/Lolg =3

Colocando este valor en la férmula (3}, obtendremos

]/culg2 Pl
L= ——=h & g .
l/wtg“ —;—-—3—1— ¥ 31gh

445. Desde cierto punto S que no coincida con el wirtice € y que s
encuentre en la arista del dnguio iriedro, que no es lado del angulo plana o,
bajemos las perpendiculares SB y SD a los lados del angulo plane indicads v
la perpendicular SA a la respectiva cara
(fig. 158). Designemos los angulos huscadns
por By ¥

LSCB=y,, LSCD=H,

Supongamos, @ continuacion, que / ACB=ao
Z ACD==o". Haciendo CA =a, de los tri-
angulos rectangulos C€BA, SBA y SBC ha-

{lamos:

i §8 aseng’ ——
S e e — S0 Y Al
EMN=FE " acosycos o A

Analogamente oblenemos:
tg Py —secflga”
El problema se ha reducido,(gmr consiguiente, a la determinacion de tg o y o,
Tenemns que o'+ a”=a, Calculando por diferentes métades ¢ segmento 84,
hallamos:
Sd=asena’tgy
SA =asena’igh.

De agui sen o' =sena”tzg fcotgy y, por consiguiente,
tg P

sen o’ =sen (u—a') [—‘ﬁ:{scn o Cos o’ —cos o sen ') tg P eotg y.

284



Como resultado, dividiendo ambos miembros de Ia Gllima igualdad por cosa’,
obtenemos:

‘ sen o tg fi ootg y

o =I-+cosatgﬁc0tgv'
Cambiando de lugar a f y ¥, hallaremos:

o_ senalgycolgh

lga T T+cosatgycotgh

Be este modo, en resumen abtenemos:
sen & g P cosec ¢

tgy1= [FcoswigPeolgy’
tgh = sen o tg y cusec fi
& T I+ cosatgycotgh”

446, Puesto que la suma de los 4dngulos internos del poligonn recular es
igual a 7, la cantidad de lados del peligono serda n+2. Sca PQ la altura de
ia piramide (fig. 159). Cxaminemos una cara lateral cualquiera de la pirdmide,

e :
[ L
]

F1G. 134 G, 160

por ejemply, ©f A Q4B v su proveccién sobre lu base, os decir, el A PAB. De
la condicion del problema se deduce:

S;-.PAB o il
Saeas %

Duado yue las dreas de los tridngulos son entre si como sus alturas, bajadas a la
base comnn A8, para el coseno del dngule diedro de la hase tenemos:

1
T

De aqui se desprende que ia apotema de la base de la pirdmide es igual a

Cos = g—g’:

1
d=hmtgq,=hm__-}—._:.f.
A continuacion, haltamos el lado de la base

= ..L tg _'ﬂ_ .
Ve—1 “nte
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Puesto que el area de la base es

val—ln—.‘— 2) ad,

2
cotonces, ef volumen de la pirdmide sera
LT L i m
| —‘—%.Sh —? _"_f'._"'—! tgn+2.

447. El cuerpo obtenida es un octaedro cuyos virlices se encuenlran en los
cenires de simetria de las caras del cubo (lig. 160). El volumen del vetavdro es
igual al doble del volumen de la pirdmide cuadrangular regular L ABCD de

allura -g- v el arey de fa base 48LL dv la enal

: | . "
es igual aTu-_ Por consiguiente, el volumen bus-

cade es igual

i
S S e e

448. Es lacil ver que en la svceion se obten-
dra un trapecio isésceles ABCD (véase la Fig. 181).
Sea P el punio medio del lado EF de la base de la
piramide. Examinemos ¢l A SPR en el que entra ia
altura SO de la piramide. El segmento KO, eviden-
iemente, es la allura del lrapecio ABCD. Dado

que KO ||SR, entonces K0=-I‘I?- i, donde A es Ia

apotema de la piramide. Es obvio también, que
AB=2u, donde a es la langitud de! lado de Ia

! l
base de la pirdmide y que DCZT E'Fzga. De aqui gie sea

LG 16l

) i3, \ b Bah AN
St =7 (2475 ) - y=F=7(7 %)

¥. por consiguiente, la relacion buscada es 1gual a T;‘

449. Sea A,BC\D el tetraedro dado y ABCDAB,C,D, el paralelepipedo
obtenido delaconstruccidn indicada. Es Iacil comprender que las aristas del tetraedm
son las diagonales de las caras laterales de paralelepipedo (fig. 162} El fetraedro
puede ser obtenido eliminando del paralelepipedo cuatro piramides cquidimen
sionales: ABDA,, BDCC,, A(B\/C1B v A, D)C\D. Pueste yue ¢l voluinen de cals

o - 1 ;
prramide es igual a 3 det volumen del paralelepipedo, la relacion enlre el vo-

lumen V.. del paralelepipedo y ¢l volumen 1’y del tetraedro scra

11;..'" - i"'-{gzlr =
Vr | _ 4,

ar 6 par

450. Es facil ver que los vértices cxternos de los tetraedros se encuentran
en los vértices de cierto cuadrade. Para determinar la longitud de su lada,
tracemos por el vértice & de la piramide y por el vértice externo 4 de unu
de los tetraedros wn plano perpendicular a la base de la pirdmude cuadrangular
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{fhig. 163). Este plano pasara por el pie O de la altura de la pirdmide, por ¢l pie
de la altura del tetracdro v por el punto medio M de fa arista KL. Bajando la per.
pendicular A8 al plano de la base de la piramide, examinemos el cuadrilatero SO8A.
Su tady 08 es la milad de la diagonal del cuadrado inencionade y debe sct

FIG. 162 FIG. 163

determinado. Es facil revelar que SOBA es un rectdngulo. En efecto, haciends
LOMS=qa, ¥y £ ASM=f, hallamns:

i

PO OB )
MS V3 3
? [
i
s_Vs,
cosﬁ-—-S—A ¢ =ﬁ
a 37

Por eso SA v @B <on paralelas y, por consiguiente,
0B=S84=a.
Asi pues, la distancia buscada es igual a g V'Q".

451. Supongamos que el plano secante ha sido trazado por cierfo punto de

la diagonal HP del cubo dado (fig. 164). Examinemos al principio las secciones
que cortan a la diagonal en los puntos del seg-

g £ £ mento OP. Separemos Ia scecion QRS que pasa

e 5 por fres vértices del cubo, ella, evidente.
N =7 mente, pertenece al conjunto que se examina,
7 Es un trianguio equilatero cuyo lado es
aV3, Es ficil calcular que la distancia
desde esta seccion hasta el centro del cubo

a l"r3_ , ; <
es tgual a 5 Es evidente, que si xz=

o
=4 lE 3 en la seccidn se obticnen trian-
gulos equildteros. Puesto que la relacion enire
los lados de los tridmgulos en cuestion es
igual a la relacion entre sus distancias hasta

FlL 1bs el punto P, enlotices

MN _ O0P—x
R al iy’
L
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De agui, tomando en consideracion que

e
= e
QR--ay2 y OPr'%‘.
hallamos.
MN = _3 P20—x V6. 0

Si E—:—-— > x2=0, enlonces en la scccién se obtienen los hexdgonus ABCDILF,
T

Los lados AB, FFF y €D del hexagona son respeclivamente aralelos a los
lados QR, QS y RS del triangulo equilatero QRS. Por csta razém, en su pro longa-
cion, inlersecdpdose, forman angulos de 60°. Teniendo en cuenla gue AT || CD,
elc., legamos a Ja conclusién de que {odos los dngelos del hexégono son igna-
les a 120°. Es facil ver también, que AB=CD=£LF y BC=DE = AF (s¢ dehe
tener en cuenta que los lados del hexigono cortan en las caras iriangulos isdsce
les}.

Con el fin de hallar las longitudes de los lados del hexdgone, prolenguemes
¢l lado AB del hexagono hasta su interseccién con las prulongaciones de las
aristas PQ v PR en los puntos M, y N, la longitud del segmento MM,
piede ser caleulada por la formnla (1). Conocienda M, Ny hallamos ¢! segmenilo

;’!‘2 ! A = a e i
B_-’V]:(T."'Ilfﬂ'l—ﬂ) V‘? =-§'l 2—x l i
De donde
AB= My N, —2BN, =5 VI +xV 6. 2

[l lade BC se pudria hallar analogamenfe. No es difical, s embargo, cone
prender que BC= BN, ¥y, per consiguiente,

Br:z_L; Y75 V. )

Senalemes que en la seceién con el plane 2
gue pasa poar ¢l punto O se obticne un hexdgoeno
regular (véase las Idrmulas (2) v (3} para x=0).
Los vertices de esle hesdgono o encuenfran en los
pirdes medios de las aristas del cubo (fig. 165). Es
facil ver que si a una de las dos partes en las
que el plane 5o divide al cubo se la hace girar 60°
en torno a fa diagonal OP, entonces eof hexédgono
coincide consigo mismo y obiendremos dos poligo
nos dispuestos  simélricamenie con respecto al
plane m. Por consiguiente, la seccidn que corta a la Fl: 165
diagona! en los puntos del segmento HO a la dis-
tancia x del puniv O, se obtiene de la correspondiente  seccion del conjunin
de planos secantes ya examinade haciéndolo girar a GO0®

452, En la proyeccién se obtendrd un hexdigono regular cuyo ladu serd igual a
a)Feo
3
proyeecion de todas las scceiomes posibles del cubo, examinadas en el pro-
blema 451 {véase la fig. 164). Todas las seccioncs indicadas se proyectan «in

modificar sus dimensiones y obtendremos la ligura mostrada en la Tig. 166,
Valiéndunos de que el lado del triangulo RQS es igual a a | £, del trian-
gulo GOS hallamos:

Para convencerse de cslo ¢s cdmodo representurse ¢l resultado de I

s V_S____a Ve
=g =g o
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Vi

de donde GS:ET._ Pueslo que, a continuacian, el fado del hexagonn regu-

g : 2 a2
lat 48,0, 00E, 1, (vease la fig. 164) es igual a l—~ volences, la relavion

2
buscada resuftard igual
(a 1»-"]5_)2 (a }rﬁ_)’; 4
3 ' 2 T

453. Sea ALT'D el frapecio isésceles que se obtiene en la seccidn y sean
Gy /1 luss puntos medios Je sus bases (véase la fig. 167). Bajemos desde el
puito /7 la perpendicular K a la base de la pirdmide. Puesto que H cs el

punta muedio de S, entonces

&k : i 3a
; % i e 2L (L o -
Vioy ! HK 7 KN= T K - Wy
5 5
o F
5 ﬁ_ﬁ_"{ %a
AN
L' 3 %
FI1G. 166 FIG. 167

Determmemos, & cuntmuacién. las fongitudes de los segmentos @Oy QS.
Darn que

Qo GO

HE ~GK'

entonces, teniendo en cuenta (1), obifenemos gue

de donde

Bajenios dusde of punle S |y perpendicular SM a GIf Entonces, de la semejanes
de los triangulos S v GOQ tenemocs que

SM _ GO
08 —Ge

y, poi consiguients, la distancia huscada vs 1gual a

GO el

(5. T 1 e .|
T 5 Y Gat | 4l

288




454. El cuerpo gue se examina estd compuesto por dus pirsmides con base
comon KM (fig. 168). La altura OR de la pirdwide inferior s facil de hallar,
bajando desde ¢l punto P (punto medio del lado KN) la perpendicular PD a la
base de la piramide. EI punto D dividird al segmento QL por la mitad. Valiéen-
donos de este hecho, del A APD oblenemos:

en_DA 5
RG QAT
De aqui
4
RQ=5 PD

y. por consiguiente,

1 o1 ]/_2 a Vi
0R=‘§PD_.?.TG —3~ --T.

Aqui, hemos aprovechady que la altura de un letraedro regular es igual a

a 3 E! volumen buscado es igual
¢ _a® 2
T80

455. Supongamos que sea AMKN el cuadriltero obtenido en la seccion y
el punto de interseccion dv sus diagonales (véase la fig. 169). Al examinar el

FIG. 168 FIG. 169

N SAC s facil ver que Q se encuentra en la Inferseccivn «y las medianas de
este trisngulo. Por eso,

MN SQ 2
BD "3077F
¥, por consigulente,
e LD
t11 IV =E'b|

Luego, del iridngulo rectangulo SAC tallamos que
AK :%S-‘j‘:—,‘f Vg1 u
Puesto que AK | MA, entonces
. 1 : b —
Syee = ?AK‘;MF\' =% Vit 4 at

10 % 2866 28Y



456. Sean NQN,Q, v I ML M, las seccianes paralelas del prisma (fig. 170y,
a la longitud de la diagonal AC de I base y H la longitud del segmento KK,
Entonces, el drea de la primera seccion seré

SZT

(a—{-%):-ﬁ— fa,

El drea de la segunda seceidn sera

o F o N
§' =g PTGy LY +1P\T (ACyt Ly,

Pero,
AsCy=a,

LMy =2,

3 {
70 PT=JH PT=LH,

lo que se ve Facilmente de la semejanza de los triangulos correspondientes. Fn

re—

R

i 170

virtud de esto, ubfenemos:
Il
ﬂ": - f
S Ilia“

¥, por consiguiente,

Observaciin. Este problema puede ser
facilmente resuelto por olro procedimiento,
si se toma en consideracién la férmula

Sproycc =S8 cos v, (1}

donde § es el drea de cierto poligono dis-
puesto en el plano P, S, qyee € el drea de
la proveccién de esle pgligonu sobre el

plana ¢, y ¢ es el 4ngulo enlre los planos
PyQ

De acuerdo con la iérmola  (B), las
areas de las secciones paralelas examinadas

en el prubiema son entre st como las dreas de sus proyeccioncs. Asi pues,
nuestro problema sc reduce a hallar las 4reas de dos figuras: L, M{CMLA

y NUCONA (h

171) {las letras con rasgos significan las proyecciones de los

puntos correspondientes sobre la base del prismaj.

457, Examinemos la pirAmide KAEF, que es unu de los poliedros (véase

la fig. 172}). Consideramos que

Par esu,

Y, por consigiicute,

AE_AF |
EB~TFCT 1"
AE_ AR 1
TACT 3
1
_.-_’}zlEP==§'S¢3ABE.‘- I

Supongamoes, 1 continuacidn, que KM y SN son las slturas de las pirdmides

KAEF y SABC. Es laci ver que
KM _ 4K _ 2
SNTAS '3



Por eso
KM—23N
3
y. por consiguiente, leniendo cn cuenta (1), obtenemos gue

2
Viarr=gVsanc-

- 2
La relacién buscada es ignal a 55

FiG. 171 F1a. 172

458, Tomermas la cara de 4rea S, como base 48C de ia pirdmide dada ABCD.
Sea DO la altura de la pirdmide y DA;, DBy y DC; las aliuras de las caras
laterales (fig. 173).

Segin el teorema dc las tres perpendiculares OCy [ AB, 04 | BC y
0B, | AC, en virtud de lo cual los dngules / DC,0, / DA,0 v £ DB,0 son
angulos lineales de los respectivos dngulos diedros y segiin |2 condicdn del problema
son iguales. De aqui se deduce la igualdad
de los iridngulos DOCy, DOA, y DOB,. Para
comodidad del céleuio introduzeamos fas
siguientes denotaciones:

DO=H, DC,==DA;=DB;=h,
0C,=04,=0B,=r, Si+8+8:=315.

Es evidente, que ¢ es el radio dc la cirenn-
ferencia inserifa en el A ABC. El volumen
de la pirdmide ABCD es

v=-;'§-s.,y. m

Del tridngulo rectanguio DOC, abtendronios.

H= P .’z"‘—-ﬂ. |2)

Ast pues, el problema se reduce a la deferminacién de la apotema iy del
radin r. De la iérmula 83:-;— AB# v ofras analogas obtendrenos las expresio-

nes para los lados del tridngule ABC:

_2S, 2 1% i 108,
AB=52, BO=S, AC=TR
Por consiguiente, ¢l semiperitnelrs sera
e i g B B Be S
p= (AB4BC+AC) =1 +5 43 - -
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Luegs,
5 28, 8—25,
‘r_l_,qﬁ‘__—_——;;._T_._};,__l

$—25,
o

p— B(;:#‘i‘. p-—AC=

v por la [érmula de Heron

Si=pp—ABip—BL p AC)I=
_ S 5—25, 5—25, S—§, S(5—28,)(S—25,1S—25,)
=) i n g .

de donde

VS8 (S ~ 28,0528y
Vs,

El radic - de la circunlerencia inscrifa lo hallaremos de Ja férmula que expresa

el drea Sy del triangule ABC por medio de csle radio y el semiperimetro:

S

i

A (3)

So=pr=—r1,

de donde

S
=h=0
r 'q

v

Colocande este valor de r en la férmula (2), hallaremos;

o §2 —
u=]..f h!mh3%=f—; b st—si.

Colocando aqui «l valor de A& de la férmula (3) ¢ introduciendo el resultado
oblenido en la férmula (1), obtendremos definitivamente:

o 4 (S =28 (5 —25,)(5—2%
lI'T? l -53(3'!_8311/ { 1 ( = 2.[ .1)

459, Cortemos 2l cube por la mitad con ayuda de un plano diagonal, per-
pendicular al eje de rotacién, y giremos 90° el poliedro oblenido. Como re-
sultadu obtendremos la conliguracién representada cn la fig. 174

La parfe comin la componen el paralelepipedo rectangular A BCDD;A,8,C,
y la pirdmide regular SABCD. La altura del paralelepipedo la hallamos del
triangulo BA,T:

aV2 a
fl—BIT-——- ] —?.
Lz altura de la pirdmide es
H_a }rFQ p_n
=—3 k—5-.

E! area de la base comun del paralelepipedo y la piramide es igual a o
De este miodo, el volumen buscado de la parte comin sera
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460. Sca S el vérlice del cono, SO =# la allura def cono, ASB cl tridngulo
que se obtiene en la seccién, C el punto medio de la cuerda AB, v 40=r

{fig. 175). Observando que ‘z_’AOC—;%. hallamos:

ol e ¢::r_utg,E . h=C0tg a:%lgmcoig-t—i- . I=

FG. 174 FIG. 175
Por esta razon, el volmmen del cono es
e B
v l‘Lr*h— g lgmws?
3 o4 anb?
sen® o

461. Sea « el 4dngulo buscado, ! la generatriz del cilindro, {| la generatriz
del cono v r el radin de |a base del cono y del cilindro {fig. 176). Segin la
condicion del problema

ar{r L)

r+t 7

arir—», &' 1—1, &

B *
Fif
A I
s
R i—
r A
FIG. 170 FI1G. [7i
Por consiguienic,
!
l £5
+J 7 t+cotgnr 7
_f -'?, o bie.n ———1 P = '-“E
4l + cosec
r
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¥, por lo tanie,
sernoe+8eose—7=0

Resolviende osia cenacion hallaremos:

3 3
seno =g, o= arcsen .

462. Supongamos que sea o el angulo buscade, R el radio de la base del
cono v r el radio de la base del eilindro {fig. 177). Tenemus:
2mrtp 2R
nR?

r

N 3
=2 (*+T)W“"E'
Pera ‘?I_—rslga y, por lo ianto, -T;—;—_—l—tg . Como resuitado obtenemos la
siguiente ecuacién respecto de tge
Hgla—{21ga{-5=0.
Resolviendo esta ccuacion, hallanios:

5 |
tga=—2—, o bien igfxz-?.

. — 1
Sin embargo, se ve facilmente gue tga:l—??-{ < 1, por eso, {gﬁz? y, por

consiguienie,

o = arct l
=i g 2 A
. x.\i

J 463. Sea ! la longitud de la genera-
& triz, R el radio de la base del cono, x ta
l 5 af longited de la arisla del prisma y r el radio
= z —  de la circunferencia circunscrita a la base
# del prisma (fig. 178). Examinemos el trian-
FIG. 178 gulo formado por la altura del cono, por la

generafriz del cono, que pasa por uno de
los vériices del prisma, y la proyeccion de esta generatriz sobre la base del
cone  Tenemos:

isen R

Tsencc—x 7

Puesto que
X

y R={cosx,

=

2sen bl
"

nhiendremns que
2f sen o sen 3
n
x:—-——f.
2sen—-f-1
sen — J-lga

Poi consiguienle, |a superficie total del prisma serd
¥ o
| 7 2 senasvn% i'| 5 | &
iJ L 3 a K
6-.-—-? r:.\-~m1g-!—l—-[—m*=ng —_ (I—|—?c0{g—ﬁ-).

L ﬁ = JJ
\Zseﬂ F—| tea )
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464. Examinemos ¢l {rapecio isdscvles 458,C, D obtenido como resullaie de
la proyeccion del trapecio dado ABCD sobre el plano perpendicular al eje del
cilindro (fig. 179). Puesto que el Irapecio que se examina esta circunscrifu a
una circunferencia, entonces

AB =AK+KBy=AM+ BN, =¢2”_

Del tridngulo recliangulo APB; ubtenemos:

(E-,i_—b:]gu !a—_{,--g)g—l—h’ sen® q.

kS

De agui

/—x 3
4;
\\__,/ seng= L y o==arcsen ¥ ;:.f'__

h

FIG. 179 FIG. 180

465. Sea R el radin de la eslera y a, & y ¢ los cafefus v 1o hipotenusa
respectivamente del tridngulo ABC que se encuentrn en fa base del prisma
(fig. 180). Tenemos:

h h a I3
a=— — L = —_———
cos S0n % Seng  COS L Send

Es evidente que el radio R es igual al radio de | circunfercencio inscrita en
el A ABC, Por eso
R Snasc b "

Sarbtc at htc T4sonatcosa

y, por consiguiente, el volumen del prisma serd

2h*
sen 2a {1 4 sen o - cos %)’

V=S, 4p02R=

466, El volumen de la pirdmide es igval a la suma de los volamenes de
las piramides que se obtienen al unir el centro de la esfera inscrity O con {ndos
los vértices de la pirdmide. La altura de cada una de estas piramides es igeal
al radio r de la esfera inscrita en dada pirdamide. 5i S es el drea de la base de
la pirdinide y S es la superiicie lateral, entonces, el volumen de la prramide
sera

V= (Si+ )1, m

Puesto que, por otre lado,
)
V=4S,
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entonces, obfenvinus para ¢ la férmula

)
TS S

@

De las coudhiviones del problenia se despronde:

& Tculg F'
Ve
e |
5= |/ Bl
4 z
Ii=.'l/ i~ = pregl
4 sen =
i3

Sustitpvendn cstas cxpresiones en (2), hallamos:
L P

" n
nirt cotg — / e
s 1 4 sen? :L 4’3’t a® cosec? F

m a na g & 9 tY— ’E u).
4(4@ +2]/b 4) \uia. V a
487. Designemos por ¢ el radio de la esiera inscrita y pur a la longitud
del segmento OF {fig. 181). Entonces,
r=atgao,

donde o es la mitad del angulo buscado (véase la fig. 181). Por consiguiente
el volumen de la esfera sera

=

4 ;
L“fzﬁ-nas tg? o

Puestn que DO —aty2x, y AB=2V § 4,
entonces, el volumen de la piramide sera

""||r— DO_V-a AB‘_V.BLIS'.QQG.

Puesto que por 1a condicion del problema
Ve 27V73
Vt"Sf = 4n

expresande G 2o por medio de tg o, obie-
netlos {3 ecuacion
2

g.

tetol —tg? a)=

FIG. 181

De aqui

i | 4
(tgo) =5 y (gai—
Teniendo en cuentd yue o« es un angolo agudo, hallamos:
a4y —_ﬁ"
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o, =arctg 1/-2?-_

468. Sea a el ladn y & la apotema del poligono de n lados que se cuenentra
en la base de Ja pirdmide, H la altura de la pirdmide. Enfonces (fig. 182, a y b)

b=r mtg% ,

A x o1
=2ty — =2 cotg —1tg —;
a=2b Ly P “tgzmn'

el area de la basc es

ik a e ¢
Shase — 1 5 nrityg —n—m{g- T

Luego,
H.—_—bigfxmrigacratg_;‘}_

De aqui, el volumen de la prramide serd
: L % b
l-',,.,:—.,{—nr*cr.alg‘Tz-l;:'zlg-;

Puesto que el volumen de la esicra es
A 4
‘.'esf:-s— nre,

entonees,

Vg dm .2 n
Bl g oot mentg —
Ve " Rg s BENe n

FIG 182 FIG 183

469. Sea a el lado de la bnse de Ia pirdmide, I la apotema de la base,
R el radio de la circunferencia circunserils a la base, & la altura de Ja pirdmide,
r ol radio de la esiera inscrita en la piramide, y la altura de la cara lateral
bajada desde ¢l vértice de fa pivdamide (fig 183, o y &), Enlonces,

1 a
a-m2Rsenz, b-—-f\’('OsF.
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ademas,

] / i
R 1S U [+ Ty a1 o W e e |
y Hll'{R i R,_.].Losn)'
Iza:ymzﬂ l/: H—QCUS% .
De la eenacion

{vease la lig 143, &) hallans:

il n
o R cus 7, 1+ 2cos =
-

_y—1_h=

1
I= 2cos —

n
Por consiguiente, la relacidn buscada es ignal a

1 T nh2
I_—{n.%nub "SE"_{[__\l"'QCOS?\]

4 B
—ard dnicos? =
3 n

FIG, 1g4 FIG. 185

470. Supengamos que sea g el fado de la base de [a piramide SABCD,
la altura de la pirdmide y s el radio de la esfera citcunserita a la piramide
(fig. 184). Enfonces,

|."'z—,rl—:rur3

3

3 3
r=(¥1—J .

i

Si S es e} didmetro de la esfera eircunserita, entonces, del {ridngulo rectangulo

SBE se desprende; 4
alf 2
( 3 ) =k (2r—h).

Sin embargo, puesto que del tridngulo FO,S tenemos que

a

3 =h cwlg @, en-
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tonces, eliminando a a, hallamns:
t

. o _- | eI
T 2colgtat I_l+2cotg“al_nw)

471. Empleando la igualdad de los angulos diedrus, asi como en el problema
458 no es dificil demostrar que la perpendicular bajada desde el vértice a la
base se proyecta al centro de simetria del rombo. Es facil también ver que el
centro de la esfera inscrita se encuentra en la perpendicular mencionada.

Supongamos gue sea a el lado del rombo, 24 la altura del rombo Y [I
altura de la piramide (fig. 185). Enlonces, el drea de la base es S=a® sen,

2h

o puesto que a—= ;
sCn o

A
Tsenoc
Pero, !1=Rcofg% (véase la fig. 185, donde estd representada la seccidn que
pasa por la altura de la piramide y la altura del rombe).
Estd también claro, que

2 Los? -fp -

I 2

cos o eos

H=R+

Como resultado ubteneinos el volumnen del prisima

L
cost —
vBps E___
3 2 ¥
SEIY 64 COS 1| Sen® ~-

2

472. Tracemos un plano por los vértices S; v 5,
de las pirdmides y el punto medio 4 de uno de los
lades de la base (fig. 186). El radic de ia semicircun-
ierencia, inscrita en ¢l tridngulo AS.S; de fal modo que
su didmetro se encuentra sobre 8,S,, evidentemente, es FIG K6
igual al radio de la esfera inscrifa, Sea O el centro Je la
semicircunferencia, Designemos por 6 la altura del triangulo AS,S; bajada al
lade §,5,. Dado gue b es la apulema del poligono regutar de n lados, entonces,

i n
== — cotg —
2 g "
El radio de la estera R lo hallaremos ealeulando por dos métodos el srea > del
tridngule A8,8, Por una parte,

{
s=%w+m
por otra parte,
R R R e, e
SmTﬁﬂqu&A=?JVMrb+lJb.#h

Comeo resultado ubtenemos ia lormula deliniliva

| n |
b a (i + hycotg s

R= .
a L A a? n
W — O e l/ y o § 7
l/ + 4uutg, nt H-f-écot =
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473. Sean h, v by la- alturas de fas pirdamides, r el radio de la circun-
ferencia circunscrita a la base (fig. 187). Entonces,

2 = r 5en ot
g n

Del trifngulo rectingulo S;AS,, cuoyos vértices son al mismo tiempo los
vértices de las pirdnides dadas y uno de los vérlices de la base, hallaremos que

iy — r e —.
4sen® —
3
Pera,
fyrhy 2R,
De aqui, .
=Rty re'*——“'l—; ’
]' § sent =~
fl
5 3
hy R-7/ R=—-”—__I .
1’ 4 sen? —
n
La solucién es posible si A= = i
FiG. 187 2 sen _:_

474, Es faal Jemostiar gue el punto medio del segmento que une los
centrus de las bases del prisima es el ceniro de las esferas inscrita y circunserita.
El radio de la circunferencia inserila en fa base es igual al radio de la esfera
inserita, Sea roel radio de la eslera inscrita, R el radio de la esfera circunserifa.
Examinaimos el trisngulo rectinguls cuyns vér-
tives son upo de los vértices de Ja base, el
centro de 'a base y el ceniro de las esferas.

Tenemos gue R* = r*4-ri, dunde

I i r
1 E3 L
0§ —
n
e aqui,
.-FW'
[ —_—,
R l =
CO5" —
1

rlG.18x

La relacron entre €l volumen de la esfera circunserita y el volumen de la
esfera Ipscrila es
}
R i

F]
i R : '1\
cos"—)
n

475. Los radwos de las esferas circunserita e inserita son iguales a los
segnientos en gue ¢f centro comin de las esferas divide a {a altura del tetraedro.
['s f4cil revelar que la relacidn de estos segmentos es 3:1. En efecto, de la
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semejanza de los iridngulos 8Q0 y BPK (lig. I8} lenemos.

R _BK
R
pero,
BK_BK ,
PR QK™

Puesto que las superficles de las esferas son enfre i come los cuddrados de sus
radios, la relacién buscada es igual o 4

478. Los vollimenes de los tetraedros regulares son entre si como lus cubos
de los radios de las esferas inscrilas en estos tetraedros, Puesto que la esfera
inscrita en el tetracdro mayor esta circunscrita al telraedro twenor, entonces,
la relacién de los radios mencionados de las esferas inscritas (vease la resolicidn
del problema 475) es igual a 3:1. Pur consiguiente, la relacion buscada de los
volimenes es igual a 3%=27

477. Suponganos que el problema es soluble. Iracenios el plano 4,8,C,
(véase la fig. 189, &) de tal modn que haga contaclo con la esfera nienor y que

sea paralelo a la base ABC dei tetraedro dado. [l telravdro 5A4,8,C; esti
circunscrito a la esfera de radio r. Es facil lLallar que la allura de este
tetraedro S, =4r {véase el problema 475).

Admitamos que la longitud de la arista del telraedry SABC sea igual a x.

Entonces, el -egmento AQ:X—%—'}», y la altura SQ = x—-’g—ﬁ Luego, (véase la

% AV . . _

iig. 189, &) tenemos que (Y0 == 5 —3r y del tniingulo rectangule AQO se
=2 iy 2

desprende que (xl{‘ 3) +(ﬂg~g—3r) =R,

Resolviendc esta ecuacidn cuadrada hallaremos gue

g o=r VB4 VR*¥—3rl.

En esta frmula debe tomarse solamente la rale con signo mas, puesto que SA
en toda caso es maver que 3r, y 37 > s V6. Es evidente que ol problema cs
posible con la condicién de que sea R ==V 3r.
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478. Sea A,B\C\DyL\F| el hexdgono regular cbienido en la seccidn del
cube. El problems se reduce a o deferminacion del radio de la esfera inserita
en la piramide hexagonal regular SAB,C\DE\F; (veéase la [ig. 190). Ely!ado

3
-
Valiéndonos de que el radio de la esfera inscrita en la piramide es igual al
triple del volumen de la pirdmide dividido por su superficie total (véase la
formufa {1} en la resulucion del problema 466), hallamos:

de la basc de la pirdmide es igual a = y su altura es ignal a =

Por consiguiente, la reiacion buscada serd igual a

23+ V3’
On -

479. Sea O el centro de la esfera, y 4S5, BS y CS las cuerdas dadas. Es
evidente, que el tridngulo ABC es equilitero (fig.” 191). Es [acil también ver
que la perpendicular SO, al plano ABC, al ser prolongada, pasa por el centro
de la esiera O, puesto que el punto O es el ceniro de la circunferencia
crrcunserita al triangule ABC.

F1G 191

Designenios, después de estas observaciones, la longitud buscada de las
cuerdas por d Del tridngulo SAB hallamos que

AB=2dsen %
v, bor consiguiente,
0a=an Y32 Y 3s el
3 3 2
Caiculando por dos procedimientos distintos el area del triangulo isdsceles SOA,
obtenemos:

1.2 PO R WS
ER*gﬁd&@né———-?d ] R—T.

4 o
d=2R ]/i-gaen 7

de donde
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480, El radio de Ia esfera inscrita lo hallaremos por ia formula (vease la
formula (1) en la resolucion del problema 466)
3V

= —

S "

donde S es la superficie tolal de la pirdmide v V su wolumen. Hallemes al
principio el volumen de la piramide. Observemos para cllo, que Ins triangulos
rectangulos BSC y BSA ihig. 192) son
iguales, puesto que son iguales sus liipote-
nusas y tienen un cateto comiin. En virtud de
esto, el tridngulo rectdngulo ASC es isdsceles,
Dado que

AS=CS= ¥V & =17,

entonces,
. ! I, ja*—b%)
V== BS54 e be——
3 B8Snase=y 2 1IG 192
Es iambién evidente, que
e
A=V a—m ¥ 2
2 b
> 2

8=V IF—Ap=L2 y7 w
y, por consiguienie,
| yr=3
Sﬁ. AHC:? T' 21—
Como resultado, después de las simplificaciones correspondientes, obienemos:

- bV B
1"‘-ﬂ'2 4- 0 2 4- |i"-_(c"'—.‘1"’ ’

481, Designemos por 7 el radio de la estera inscrifa, y por R of radio de
la esfera circunscrifa.

FIG. 193

Examinemos 3! principio el tridngulo SFE, uno de los lados del cual, ef
Iado SF, es [a altura de la piramide, v el ofro, el ST, es la altura de la cara
lateral (fig. 193, a). Sea O el ventro de la esfera insorita, De los tniangulos
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SFE y OFE (lig. 193, b) tenemos:
FE=reolg L,

ST =rcoty % lg q.

A continuacwin, es evidenie, que
DF=LFV 2=reolg 4 V2.

Recurriendo a la fig 143, ¢, donde esta represeniada la seecicn trazada por el
centro de la pirdmide y su arisla lateral, hallaremos facilmente que

DO} = 0 F* DI
o blen
RE={SF~R)*| DF3,
De aqui,
Sreapre
s b bl

T th

Pueste que R =%, entonces, colocande agui las expresiones halladas ante-
rioriente para SF v 7. oblencmos una ecuaciin respecto de @
tootet Ty gt U0
rrooly? = te® g4 rifeotg® -2
2 2 2
Ir= 5
Qrmtgg-t;_r s

o, despues de las simphiicacioncs correspondientes,

fitg %lg =2+ tg? .

i[: 22
Hagamins, a continvacion, by —é—:z. Oliservandn gue Igr;=-|- b obtenemos

Ia ecuacidén
T2t —06z2 4. 1=0,
De aqui

'i

w
I

7 =1 l -,l:

1

]

lgT_n
¥
To_ 1/ J—V 2
o=} 7

482. En tofa! se obtienen 6 bidngulos (por el numero de aristas) y 4 lridn-
gulos (fig. 1941 Designemos por Sy el 4cea de cada trisngulo y por S, el 4rea
de cada bidnguls Tenemos:

48, - 65, = 4R (EH]
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Sca S, lasuma de las dreas de une de los triangulos y de tres biangulos adva
cenfes a este triangulo. S, es ¢l drea del segmente esidrico cortado por el plann
de la cara del tetraedro. Este 4rea es igval a 2aRk, donte /4 es Ja allura del
scgmento. Puesto que fa altura del fetraedro se divide por el cenlro de la csfera
en la relacion de 3:1, (véase ¢l problema 475), enfonces

i 4
H=R—|—~3—Rﬂ§R.

de donde hallamos que Ft=2R-——;~ R=% R. Luego,

Si+435;= 2nR-% R=1 1R" @

Resolviendo el sislema, compueste de las ecuaciones (1) y (2), respeclo a las
incégnitas §; y S;, obtenemos:

S z%m‘?f‘, Sa=-§-nR‘.

483. Sea R el radio de 1a base del cono, & el dngulo entre el eje del conu
v la generatriz, y r el radio de la esfera inserita En la secoidn axial del conn
tenemos un {ridngulo isdsceles ABC (fig. 195). El radio de la circunferencia

a

FIG. 194 FIiG 149

inscrita en esle tridngulo es igual al radio 7 de la estera inscrita en el cono,
Ses O el centro de la circunferencia, £ 0CA=Pp. Entonces, es cvidenle, que

tgﬂ=%. Pero, segin la condicion del problema,

4nrt oy fahd . 4
nRE ( R 3’
" r 1 ; d. . bl §
De aqui qu: sea -K,-=T/.-—{ ¥, por consiguienfe, B=T¢," Puesto que, ademas,
: a . .
a+2ﬁ=%. entonces, 2= Por consiguiente, el angulo buscado sera

s

2a=?.

481. Sea # el radic de la semicircunlerencia, R el radic de Ja base del
cone, ! la generatriz del conu y a el éngulo formado por el eje del cono 3 la
generalriz.
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Por la condicion del problema tenemos que
AR (4 R) _ I8

rt 57

Infroduzcamos en esla igualdad o anguio o Con esle fin examinemos el

triangulo isisceles ABC (fig. 196), obtemdo en la seccidn axial del cono. Del
tridngulo ABC hallamos que

(N

R=lsene, r=Rcosa=Isena-cosc.
Sustituyende cslas expresiones en la parte izquierda de (1), oblenemos:

1 I-psena 18
T senccosto o
Pueslo que cus®a=1—scn? o, enfonces, simplificando el quebrado por | +sene,
{endremos que
3fisen® e —36 sen o |- 5=10,
de dunide

b ) I
senoy=- ¥ wXna, -,

R g
G, 190 FIG. 197

Por consiguiente, el angitlo buscado del vértice del cono es igual a

5 : ’ 1
2arcsen = 0 bien 2 arcsen 5

485. Supongainos que sea /i la altura del cono, 7 ¢l radio de la base, 7 Ia
generatriz del cone v e el angulo formada por 1a generalriz y la allura (fig, 197).
Segin [a cundicion del problema tenemos que ari=#kar®, de aqui, [=kr y, por

consigusente, sen a..—_—l—. Del (riangulo rectdngule ABC obtencmos:

k

F 2=
r=2R cos asen a=2R —5—.
h=2R cos o cos a=2R k-;l :

El volumen buscade del cono sera

L, B k13
b—iﬂffl—'gﬂR Kft_“).
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486, Sea R el radio de la esfera, £ la altura del cuno y r el radio de la
base del cono. La relacion del volumen del cono al volumen de la esfera es

_rth g fr N
”“ﬂ@‘?(?}'

Del fridgngulo SBA (fig. 198) tenemos que r®=h(2R—A). De ayul

Fit. 198 FlG, 199

487. Sea R el radio de la esfera, Seqp ¥ Vess la superficie v ¢l volumen de
la esfera, Supno ¥ Vm,g la superficie fotal y ¢l volumen del cene, # tu allura
e

del cono y r el radio la base del cono (fig. [99). Entonces

i
Vf“ =L——4_Ru
Veono 1% réh
Sext 47 R? 43¢

Seonn A (I‘I*f}: ri4r)”
Observemos, sin embargo que,
i k=R &

| R T
o lanio
I ' I4-r &
r R’
ubtenemos:
Veono Scono n'

Qbservacidn: Se puede nhilener el misino resultado por una via mds corta,
valiéndose de la siguiente [drmula:

!
l’cono:_g Seonols (b
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donde Seope es 1 superficie total del cono, y R es el radio de la esfera inscrita
en esle cono. La [armufa (1) se obtiene facilmente de [a idrinula correspondiente
para la piramide ivéase la resolucion del problema 466) por el método del paso
limite. Er efeclo, pueslo que es evidenle gue

i
VE!I'MT Sesf'R» [2)

enfonces, dividiendo (2) entre (1), obtendremos gue

Vest St _ 1
V:ouo Scfmo A

488. Sea 8l superficie lotal del cono, S, la superficie de la esfera, rq y 7

los radios de las bases superior e inferior del cono y { la longitud de su gene-

ratriz. Sea, luego, CMDL el trapecio obtenido

& n 1 o en la seccion axial del cono: O el centro de la
esfera inscritay AB | LDy OF | MD (fig. 200).
\ Teremos,
: IR i
" %:: al [r—}—r,i;;::n—.—nr - n
,.4-""” = .
4 Er facil ver, yoe AM=MF y que BD=FD,

puesto que O es el centro de la circunferencia
inscrita en el trapecio, por lo tanto,

/ =4 2)

L 7 5 £ g Valiéndonos de esla ignaldad, de la igualdad (1)
obtendremos:
FIG, 200 Bopribrt=4mR, 3)
Del triangulo MED se desprende;
B —ry)t 4R, )
Eliminando I de las igualdades (2} v (4), hallaremos:
rey=R* (5}

Con ayuda de esta igualdad, eliminando ¢ de (2) y (3), obtendremos:
A ri= R (2m—1). (6}
Resolviendo el sistema (5), (8), hallaremos:
r= S (VIR 4 V T=3)

,1::I—f(|/‘2m+l -V im 3.

) 3 s iz 3
Ast pues, si m <4 el problema no tiene solucion: cuando m= el cono
trum addy se trapsiorma en un cilindro,

489. Son posihles dos casos: 1} el vértice del cono y la esfera se encuentran
a distintos lade~ del plano tangente, 2) el vértice del cono y la esfera se en-
cuentran a un mismo lado del plano tangente.

Examinemos el primer caso. Tracemos un plang por el eje del cono y la
generatriz del cono BC, de la que se habla en las condiciones del problema,
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(frg. 201). Lste plano dard en la seccidn con el cono el tridngulo ABC y, en la
secclén con la esfera, una circunferencia con el ceatro @, el plano perpendicufar
a BC seri intersecada por la recta ME (M es el punto de tangencia). Tracemos
BD | AC y OF | BC. Sea BD=h, OD=0F=r, CD=R. Es evidente, que
OMEF es un cuadrado y, por lo tanto,

btV TEGFT.

Luego,
R r hr
1T E g

Asi pues, en el primer caso, el volumen del cono es
oL e Ly Rt mrt (e VETEETRP
TR e o 3 d+r° .

En el segundo caso ¢l problema se resuelve andloganiente. Ll volumen del cono
resulta igual a

w4+ VATA=A)
3d—r) )

490. Examinemos la seccién axial ABC del cono. Supongamos que sca BF
la altura del tridngulo ABC, Ng'_M los puntos de tangencia de la circunferen-
cia, inscrita en e} trianguio ABC, cun los tados AB y BC, O el centru de la

]

F1G. 201 FIG. 202

circunlerencia, £ el punto de interseccién del arco menor MM con el segmento
BF, y D el punto de inlerseccion de los segmentos MN y BF (fig. 202). Haga-
mos DM=r, DE=H y BD=h. El volumen buscado sera

L L ar—
V_T.;"“k_gnﬁ (3R —11).

Pero,
-
o o o 0=
h=rcolgT=Rcus;mtg§=R =
%N =
2

¥
H=R—R sen =

g4
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por cunsiguicnte,

o
cost— ;

1 : 2 [ aidf o
Hmih 3 = o chirc) Y vk
L-SnR it (I sen 2) (\kaeng}

sen

481. Dusignemes por r y ry los radios de las esferas y examinemos [a sec-
ciin de Jus esteras por un plano que pasa por sus centros O y 0y sea A4, =2a,
KS=R y AS=-x (lig. 203); enlonces 4 S=2%a—x La super}in:ie total de la
lenle es igual a

2xary {20 —x} Qar == S. y
Del tridgngulo OKS tenemos que

A=R 4 lr—2a—x)P

v bien
R*—2r 2a—x)+ (20— x)?=0. @
Analogamente, del tridngulo O KS {enemos que
11G 203 i T
o bien
R =27 x-at = 0. 3
De 2y y (3) hallamos:
R 2e—x R4 o _
T wa—n ¢ T (4)

(.(;lucapdo estus expresiones para r v r; en la igoaldad (1), obfendremous la
eC1IacIon
AR xF) T [RE 20— %)% =S
o lrien
h

S ) T L |
§7 —2ax + R 4 2a 5

x=a-+ l/ Q-??I—-—R’-—a? (5

Colocamio este valor de x en la lérmula (4), después de las simplificaciones
currespondicntes, cbitenemios:

S 5T e
E‘“I/?;“R —a
S VK] 2 '

s l/z—q—“ ~a

3 5
e SN | - SRR
_— 4n+a I/Qﬂ R ¢

| Gt e

-+ Vj! .2‘}5_;.....}{3 —gt

de donde

La eleccidn de otro signo delante de la raiz cuadrada en (5) se reduce al cambio
de las designaciones r y ry.

492, Sean ¥V, y V, respectivamente los volimenes de los segmenlos estéricos
menor y liayor, ¢n los que el plano, gue pasa por la linea de tangencia de la
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esfera con el cono, divide a la esfera. Sca, a conlinnacion, R cf radio de |a
esfera, h la altura del segmento menor, H la altura del cono, y r ¢l radio de
sit base (fig. 204). Entonces

v, =—;; T (3R —h), L'z-_——;-.nRs—%k‘ BR—1.

El problema se redrce a la determinacion de la relacion % Designando  por

a ¢l angulo formado por el eje del cono y la gene-
ratriz, del APKO haflamos:

&

R—n
R

=z5eMn o,
de donde

h-—-i sen o
R—- — .

A continuacién, segin la condicién del problema

FIti 204

Expresemos ahora 5 y I en funcion de R v o« Tenvmos:

R Lge
LGS A -
seno SCh o
peet tpa R LS
cos o
Por consiguiente,
1 (I-tsen @)’ | (1 §-sen o)®

Bite s

T na(l—sena) 4  sena(l--sena)

R
k

Sustituyendo aqui setu:f.:l—i obtenemos una ecuzcion respecto a %:z:
Y=
4 (l—2)z
o, después de las simplificaciones correspondicntes,
22 (dko-1) =4 (k+ 1}z |-4==0.
Resolviendo esta ecuacion, obtenemos:

2kt 2 VER-D 1)
= Ty >

3,2

Definitivamente hallamos:
El_ ZE, 2 (3—2zy, o)
Ve 4=z @3-z o

El problema tiene dos soluciones, puesto que, siendo & » 2, ambas raices de la
ecuacion cuadrada lienen semtido,
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~ 493. El radio 5 de cada una de las ocho esferas inscrifas lo hallaremos exa-
minando el tridgngulo AOC en el plane que pasa por lus cenlros de estas esferas
y el centro O de la csfera S {fig. 205, a). Tenemos:

AB 1 o
A0~ R—r 'B"
De aqui

sen %-‘r-l
Trazando una secclén que pase por ¢l centra O de la esfera S, el ceniro Oy de
la esfera Sy y los centros de las dos esferas opuestas de radio (fig. 205, b},

FI1G 205

del tridngule rectangulo A0O,, oblendremos:

AG =A0'+ 00}

o bien
(r+pPE=(R—riP+iR—p)%
De aqui
R—r
p=8
a bien
i R

p=R+ =
2sen 24! b2—y2+i

484, Puesto que la- esferas inscritas son iguales entre si, sus centros equi-
dislan del contro O de la esfera 8. Por consiguiente, el centro de simetria del
cubo indicado en las condiciones del problema coincide con el centro & de la
estera § (fig. 206). Sea x el radio buscado de lus esferas. Es facil ver, que
entonces la arista del cubo sers AB=2k, y la mitad de la diagonal del cubo

AO:CO—GA =R—x
Puesto que, por otro lado,

sbienemos la ecuacion
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de donde
R

F=———
Vit
495. Supongamos que sea r el radio de la base de cada uno de los dos conos
inscritos, Su parte comln se compone de dos conos iruncades iguales. Designe-
mos por ry y 7y los radios de las bases superior e inferior respectivamente del
cono {runcado y por H su altura. La relacién buscada de los volimenes es
) _Hl_’;+f1’z+’§)
2 2R3 '
De la semejanza de los tridngulus AQZ, A0S v APC (lig. 207) tenemos;
o R=-1 n R
= B Y&

Fl1G. 206 FIG 207

Puestu que, ademds, H=hA—R y r=V RE—H* - V 2Rh—F*, los dos igual-
dades anteriores permiten expresar 7y y r, en funcidn de Ry &

. RYI2RA—R _, 2R—h
- o J[I ' rl'-' 2 R L
Ya que de la condicidn del problema !—ér-k, entonces
2R—hP 2R —h
(t—R) {r§ e L n 7 +r§}
i 2R"

1 9 .
=?(lz— 1 (?-n- 1 \ (k*— Bk T),

496. Supongamos que los radios de las secciones circulares con las dreas
S, v S, scan iguales & R, ¥ Ry, y que las distancias desde el centro de la
esfera hasta dichas secciones scan respeclivamente iguales a {; y I, fy <1y
Designemos por R el radio de la esfera, por 7 el radio de la seccidn buscada
y por { la distancia desde esta seccitn lasta el centro de la esfera. Entonces,
ifig. 208),
L,—t, -d {1
¥ .
Ry =1 Ry ORY

ala



[0 estas dos ecnaciones hallamos:

L+l = Ri—ki
¥, por consigurente,
=05, @
De tas ecuaciones (I) y (2) obtenemos:
E:SL:EE |fl_ ;_.=SI_S2.
dad 20 dad

Por csta razén, ¢l area buscada es
Sa=mrd - q(RE—1% = (Rz 2_12)= l va !
Se=ar - a(R*—P)=nlR:4 1. —! )_--{j { .5;—{-53-!--2—.1d2 2

497. Designeimos por r el radio buscado de la base del cono. Examinemos
Iz figura obienida cn 12 seccidn frazada por el centro de una de las esferas y

FIG. 208 FIG. 208

el eje del cono (tig. 209). Observemos que la distancia entre los centros de dos
circunferenvias en contacho es igual a JR, Valiéndonos del hecho, ficil de de-
mostrar, de que el centro de la base del cono A equidista de los tres puntos
de tangencia de las esferas con ¢l plano P, hallamos:

2173
3
Es facil ver, que ol /SBA-= /CO,D=2f y, por consiguiente,

AD=

R.

m=%-m

Tomando las tangentes de los Angulos que figuran en ambas partes de esta
igualdad, vbteneinos:

2tgh 1
[—tg*p~ tga’ (n
. 2V'3
De fa fig. 209 estd claro que tg = 3 R—r|: Ryquetga=riyR.
Si, ahora, haceinos -f-=x. la 1guaidad (1) nos dard la sigulenle ecuacion res-

R
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pecto a x
3ig- 212 —4F dig—Dx ! g=0,
‘3 V'Tj

De aqui, siendo ¢==2, vblenemos quv x= a0 por consigiiente, r = R.

Si g # 2, entonces
_2¥3 u—) T VP -187-12

ek 3G—2

23
Dado que 0 < x < =i entonces, en la férmula indicada dehe tomarse e
signo menos. Siendo ¢ > 2, la segunda raiz, como es fdcil dunostrat, es mayor

2¥3

que y responde al cono que tiene coniacto cxlerior con las esleras,

cuando ¢ < 2, la segunda raiz es negativa.

408. Los centros de las cualro primeras esteras se encuentran em los vértices
de un tetraedro regular, puesto que la distancia enire los centros de dos esferas
cualesquiera cn contaclo es igual a 2R, No es dificil demostrar que los cenlros

4
/
il
/
4
=
1 g
4 2t 22 e
A
4
Ay 12
FIG. 210 FlG. 211

de la quinta y sexta esferas coinciden con el ceniro de gravedad del {letra-
edro (fig. 210). Sea r el radio de la quinta esfera (la mayor), y p cl radio de
la sexta esfera. Es evidente, que

r=p+2R. il
Valiéndonos de que fa distancia desde el c?ﬁro de gravedad hasta el vértice
del tetraedro gue se examina es igual a }?6 R, ohtenemos:
3
P+ 9:”2_“ ! @

De aqui

y de la farmula (1)
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Ast pues, la relacién buscada de fos volimenes es

%=(£)“=(:_%§>'m{5_g V6) =485—198 6.

408. Supongamos que sean A, B y € los centros de ias esferas de radio
R, Ay, By y C, las proyecciones de estos centros sobre el plano, @ et centro
de la cuarta csfera, el radio r de la cual hace falta hallar (fig. 211). Uniendo
los centros de fodas las esferas obfendremos, evidentemente, la piramide trian-
gular regular OABC, en la cnal AB=BC=AC=2R, AO=B0=C0=R-r, v
O0Q=R~—r. El| segmento AQ es el radio de la circunferencia circunscrita al
AABC, por la tanto,

AB 2R
A Y & Y

Del tridngulo AG0Q, por el teorema de Pitdgoras, hallamos:

2R N2
(ﬁ) (R —rP=(RL )
R

Resolviendo esla ecuacidn, oblenemos que ra?.

500. Sean A, B, C y D los centros de las esferas grandes. Examinemos la
proyeccitn de todas las esferas al plano A, B, C y D (fig. 212). Dado que los
centros de las esferas pequenas equidistan de los centros de las respectivas
esleras grandes, se ‘fr?ectarén a los centros de gravedad O, y O, de los tridn-
gulos equilateros ABC y BCD. Pucsto que, ademis, los radios de las esferas

<

FiG. 212

pequefias, segfin la condicidn del problema, son iguales, ¢l segmento que une
sus cenfrus os paralelo al plano que se examina y se divide por ¢l punio de
tangencia de [as esferas en dos mitades. En virtud de esto, la proveccidn del
punto de tangencia resultard sobre el segmento BC. De aguf se deduce que las
esferas pequefias se proyectardn en circunferencias inscritas en los tridngulos
ABC y BCD. Par esta razon, el radio de las esferas pequenas es

_ABV'3 _2RrV'S
T
de donde
R i i
T:VJ.

38



2, Problemas de demostracion

B01. Sean £ y F ios puntos medios de las bases del trapevin ABCD oble-
nido en la seccion axial del couo (fig. 213). Tracemos por el punto medio O
del segmento EF las reclas OM | CD, ON | EF y CP | AD Hagawmos, para
simplificar la escritura, CD={, EF=h, OM=x, EC=r, DF=R, y
/ MON =/ PCD=q.

Para la demostracion, es suficiente establecer que x:—-—g- Segin la con-
dicidn del problema, @t/ (R+ry=n!* y, por consiguiente, R+ r==1. Sin embargo,
puesto que de los tridngulos OMN y CPD tenemos que

R+r

Xx=—0s—v0sa y h={cosuo,

2

h X -
entonces, x=—+, lo que era necesario demostrar®.

L]

ol

FIG. 213 FI1G. 214

502. Examinemos cl trapecio ABCD que se obtiene en la seccion axial del
cono (véase la fig. 213). Sean E v F los puntos medios de sus bases y O el
punte medio del segmento EF.

OM | CD, ON 1 EF, CP | AD, y £ MON =/ PCD =2

Para la reselucion del problema es suficiente demestrar que 0 =0F. Intro-
duzeamos las denotaciones:

EC=r, DF=R, OM=x OF=1.

Entonces,
Ry

x=0Ncoso= 5

€Oos 7,

Del tridngulo CPD tenemos:

h=CD coson=V (R—rP+CP%cos .

*1 De la igualdad obtenida mis arriba R4r={ sc desprende que
2R+ 2r=1I141. Esto signilica que las sumas de los lados opuestos dej cuaﬂrl
litero examinado son iguales. Eslo ultimo, ya es suficiente para que en el
cuadrilatero se pueda inscribir una circunferencia. Sin embargo, nosotros no
nos basamos en este hecho.
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Pero, puesto gque segfin la condicidén del problema CP?=4R/, enlonces,
= ¥ (R—=r)¥ 4+ 4Rr cos a=(R4r) cos .

h . .
Asl pues, x=- T lo que era necesaric demostrar.

503. Sea SO0 la altura de la pirdmide SA4BC, O el punto medio de 1a altura,
y L ef punto medio del segmento 8C cuya longitud designaremos por a

{fig. 219
Tenemnos:
DE = fj{-i H
5D~ V'SE’— il i
0D = a]fﬁ
De aqui,

e A EETE —-g-‘
Por consignicnfe, OF = BF=LC vy, por lo lanto, / BOC==9(°
504, Sea a ol ladyn de la base de la piramide dada SABCD, o el dngulo
diedro formado por la cara lateral y ia base, éf if la altura SO de la pirdmide
(f;g 215) Entonces,
a, a
=g leT

Ademas (véase la formula (1) en la resolu-
cién del problema 481),

al/2)

EH

H2 4
R.=
Por consiguicile,

P lg?a+2

4 tgo
FlG 215 y, por lo tanta,
R _ g2 a+2
a 'zigrxtgE ‘
2
Haciendo 1g -;{— . ohtenemos:
R 14+t

T T adE — Ay
Suponiendo, aderids, que sca x*=/{, reduciremos ¢l problema a la demostracion
de la desigualdad
- . )
2 0 < -
2‘_“ ?—-I+l/ siendo 0 < ¢ <1
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Muitiplicando ambas parles de la desigualdad por el deponunador y abriendn
ios paréntesis, oblenemos la desigualdad

2V 2312 =20V 2+ 1) t+1=0

para un trinomio cuadrado. Calculando el descriminante del trinomio, descu-
brimos que es igual a cero. Por consiguiente, el trinomic no varia de signo
cualesquiera que sean los valores de /. Puesto que siendo /=49 el trinomic es
positivo, la desigualdad queda demostrada.

505, Las pitdmides ASBC y OSBC tienen la base SBC comin {fig. 216),
por lo cual sus volimenes son entre si como las alturas bajodas a su base
comiun, Puesto que OA4°[|AS, la rela-
cion de las alturas de las piramides
ASBC y 0SBC, bajadas a la base

&

FIG. 216 FIG, 217

SBC, es igual a la relacion de SA a QA'. Por consigivenle, la relacidn de
sus volamencs es

Vosue _ 04
Vasne SA'
Analogamente,
Vosra_0C' Vogap 08
Vaigne SC' Vagpe SB°

Sumando estas igualdades, cblepemos:
oA 08" 0T
ATt

508. Sea P el plano del tridgngule ABC, P, el plano del tridngulo 4,8,C,,
y ! la linea de interseccion de P con Py (fig. 217). Designemos por @z el
plano que pasa por A, 8 y O. La recta A, B, se encuentra en et planu Qupn v,
siendo no paralela a la recta AB, se cruza con ésta en el punto 7 45 Este
punto se encuentra en los planos Py Py y, por le tanto, sobre la recta £
Andlogamente, demostraremos que las rectas BC y 6,0, se cruzan en el punto
Tae que se encuenira sobre {, y las vectas AC y A,C, se intersecun en el
punto T 4 que se encucntra también sobre {.

507. Sea O, el centro de gravedad de fa cara ASC, y 80, uno de los
segmentos examinados en el problema. Tomemos ofra cara cualquiera, por
ejemplo, la BSC; designemos su cenirc de gravedad por 0, y demostremos que
¢l segmento AQ, intersecara al segmento B0, v que el punto de inlerseccidn
de estos segmentos O divide al segmento B0, en la relacién de 1:3, contando
desde el punto O,. En efecto, si M, y M, son los puntos medios de los
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segmenlos AC y BC (hg. 218), entonces, es evidente que AB[[ M M,; es tacil
tambien ver que 0,0,|[M M,, ya que los puntos 0y y O, dividen respectiva-
menle a ios segmentos M,S y M,S en uma misma relacion, Por esta razon,
AB||0,0,, la figura ABG,0, es un trapecio y, por lo tanto, sus diagonales
BO, v A0, se intersecardn. Designemos el punfo de interseccién de las diago-
nales par é Tenemos:
MM, 1t 0,0,
AB 2 MM,

Multiplicando estas igualdades entre si ohiendremos que
0,0, 1
AB T3
Pero, de la semejanzs de los iridngulos AGB y 0,00, se desprende gue
00 0,0,

o8 T AL
Asl pues,
00 _ 1
o 3

ls que se ahrmaba, Si tomamos, ahora, el centro de gravedad en una cara més
y trazamos el segmenlo correspondiente, enfonces, en virtud de lo demostradu,
¢éste también intersecard al segmento BOp vy,
ademds, en el punto que dividira a BO, en la
relacién de 1:3, es decir, en el punic 0. Por
consigulente, todos los segmentos examinados
se intersecan en el punto 0. Es también evi-
dente, que el punte O divide a cada uno de
estos segmentos et la relacidn de 1:3, lo que
habia que demostrar,

508. Desarrollemos primeramente un razo-
namiento auxiliar. Supongamos que sean PP, y
0Q, dos rectas que se cruzan, A, By C fres
puntos sobre la recta QQy, con la particularidad
de que el punto B se encuentre entre los pun-

FIG 218 tos A v €, d,, By ¥ C, los pies de las perpen-

diculares bajadas desde los puntes 4, By C

a la recta PPy. Designemos por fig, hy y lig

las distancias desde los pumtos A, 8 y C hasta la recla PPy. Demostremus
que Ap es, por lo menos, menor que una de las distancias sy o e

Con cste fin, proyectemos la figura representada en la lig. 219 sobre el
plano m perpendicular a la recta PP, La recta PP, tendrd como proyeccion ¢l
punto O, mientras que los segmentos Ad,, 8B, y CCy se proyectan sin variar
su longitud, puesto que tedes ellos son paralelos al plano n. En este caso, el
punto B’ resulla entre los puntos A’ y C’. Examinando ahora el tridngulo
A‘0C’ podemos confirmar que la linea Inclinada OB’ es menor que una de las
lineas inclinadas 0A’ o OC'. En electo, bajando desde el punto O una per-
pendicular a A°C’ fen la fig. 219 no se muestra), estableceremos que el punto
B’ ests dispuesto mas cerca del pie de la perpendicular que uno de los dos
puntos A’ o C'. De aqui se desprende que fip es menor que hy 0 que e,

Sea, alora, ABCD una piramide ftriangular arbitraria, y £FG upa seccion
trianguar tal, que, por lo menos, uno de los vértices £ no es vértice de la
picamide. Demostremos que, entonces, el drea del tridngulo CFG es menor que
el area de uno de los triangulos AEG o DEG (iig. 220).

En cleeto, los tres tridngulos tienen el lado LG comin E}', segiin lo demos-
trado anteriormente, la distancia desde F hasta la recta EG es menor que la
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distancia desde A o D hasta esta misma recta. Si Spppg < Sp gpqn enfonces
todo queda demostrado. Pero, si Sy prg < Sppeg ¥, por ejemplo, el punto E
no es vertice de la pirdmide, entonces, hacemos uso del razonamiento anterior
para el A DEG, comparando su drea con las dreas de los tridngulos DGA vy
BDG. Valiéndonos, en caso de necesidad, una vez mas del mismo razonamiento
para el A BDG, demostremos la afirma-

cion hecha en el problema. De la reso- &

jucidn expuesta, estd claro, que si la sec-
cién de la pirdmide no coincide con su
cara, entonces, su area es estrictamente
menor que ¢l drea de una de las caras.

™

FIG. 219 FIG. 220

508. En vez de comparar las sumas de los dngulos planos de los vértlces S
y &', comparemos entre si las sumas de los dngulos planos de las caras laterales
de ambas pirdmides en cada uno de los tres vértices de la base comfin. Demos-
{remos que cada una de estas sumas de los dngulos de la pirdmide exterior es
mayor que 1a suma correspondienie de Jlos
angulos de la plrimide interior. Demostremos,
por ejemplo, que (fig. 221)

LACS+ / SCB > L ACS' - LS'CB. i)

De la desigualdad (i) y otras analogas
(para los vértices A y B) obtendremos la solu-
cion del problema. En efecto, sumando las
tres desigualdades indicadas, estableceremos que
12 suma E de todos los seis angulos planos
de las caras laterales cn la base de la pirdmide
exterior es mayor que la suma correspondiente

* para la piramide interior:
w o~ wld 7
2> 2. b
Pero, las magnitudes que nos_interesan en el
problema suplementan a y ' hasta 540° Fl1g 221
(= 180“-3& Y, por consigujente, para ellas tiene
lugar la desiguaidad de sentido contrario. Asi pues, nas queds deniosirar la

validez de (I). Prolonguemos el plano ACS’ hasta su interseccion con la
pirimide exterior. Examinande €l dnguio triédrico CS'S”B, deducimns que

L SCS"+ £ SCB > / S'CB. @)
Adicionando a ambas partes de la desigualdad el £ ACS’, ubtendremos:
L ACS"+ /£8CB > £ ACS'+ / S'CB. o]
Pero, para el éngulo triédrico CASS” tenemos:
L ACS+ £ SCS" > £ ACS”. 6)
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Sustifuyendo en la desigualdad (4) al £ ACS™ por una magnitud mayer, de
acuerdo con 15), obtendremos:

LACSH (L SCS"+ £ S'CB) > 4 ACS'+ £ S'CB,
es decir, la desigualdad (1),

510, Designemos por Gy, 0y, 0, y O, los centros de las esferas dadas, y
por Py el plino tangente comin para las esferas de centros Op y Oy (i < k).
Tales planos son en total seis: Pyy, Ppj, Pag,
Py Pay y Py,

Demosiremos primeramente que los planos
Pia, Pig ¥ Pyg se cruzan por unma recta. En
efecto, cada uno de estos plancs es perpendi-
cular al plano 0,040, pueste que éste es per-
pendicular a la linea de los centros de las esfe-
ras divididas por el mismo, que se encucnira
sobre este plano,

Ademas, es facil ver que los plangs que
se examinan (fig. 222) pasan porel punto O,
de inferseceidn de las bisectrices del triangnlo

F1G 222 0,0,0,. Asi pues, los planos Pus, Py y Py
se cruzan, en efecto, por cierta recta que,
coimo hemos establecido de paso, es perpendi-

cular al plane de los centres 0,0,0, y pasa por el centro de la circunferencia
inserita en el tridngula 0,0,0,. Designemos esta recta por L,

Anillogamente se demueslra que los planos Pas. Pay v Py, determinan

fa recta comin para ellos Ly perpendicular al plano ‘del tridngulo 0,050, que

b

FIG. 223 FIG. 224

pasa por el centro de la circunferencia inserita en este triangulo, ¥ asi suce-
sivamente. Como resultade llegamos al siguienie problema (fig. 223); en cada
cara de la prramide friangolar 0,0,0,0, hay inscrita una circunferencia por
cuyo cenfro pasa la perpendicular a la cara. Es necesario demostrar que las
cuatre perpendiculares Ly, L, Ly y L, tienen un punto comim, si se sabe que
los puntos de contacto de dos circunferencias con una misma arista coinciden.

Este hecho es casi evidente. Designemos por O el punto de interseccidn
de las rectas Ly y Ly; estas ditimas se intersecan, puesto que se encuentran en
un misnio plaio P,y y no son paralelas. Demostremos, ahera, que las rectas
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Ly y L, pasan tambicn por el punto O. En efccto, el punta & « encucntra
en la linea de interseccion de los planos Py, v P,y puesta que la recls L,
pertenece al plano Py, v la recta L;, al plano P,,. Pero, la linea de inler-
seccion de Pyo con Py, os la recta Ly Por consiguiente, L, pasn por el punto
O. Anslogamente demostramos que 1a recta L, pasa por el punta 0

311. Si se conocen (res puntos A, 8 y € no pertenecienles 2 nuna nusina
recta, entonces, estos puntos son los centros de tres csferas que hacen contacte
entre si de dos en dos. En efecto, si P es el punto de interseccién de las hi-
sectrices del AABC, y Py, Py y P, son los pies de las perpeniliculares baja-
das desde P respectivamente a los lados AB, BC y €A, entonurs,

AP =AP,, BP,=BP, CP,=CP,
y las csferas de centros A, B y €, cuynos radios son respectivamenle sguales a
rd=AP1, rn.-_rBPQ. rC=CP_,,
hacen contacto entre si de dos en dos.
Sea ABCD la pirdmide dada (fig. 224), Examinemos las fres csferas de
radios r4, rg ¥ 7, cuyos ceniros son A, B y C y que hacen cuntacto entre si de

dos en dos. Designemos por d,, B, y C; los puntos en los cuales las superii-
cies de Jas esferas se cruzan con las aristas AD, BD y CD, y demustrenios que

A\D=BD=C,D.
Segdn [a condicién dei problema
AD--BC=8D+ AC.
De ucuerdo con la consfruccion lenemos que
AD=r14-A\D; BC=rg+-rci
BD=rp4 B\D; AC=r 4 rp
Colucando las Gitimas cuatro expresiones en la igualdad anierior, ubtendremos:
A D=8\D,
Analogamente, valiéndonos de la 1gualdad
8D+ AC=CD+ AB,
B, D=C0D,
Por consiguiente, la esfera de centro D y de radin
™™ 'A,D:Blozcﬂ)

hace contacto con cada una Je las tres primeras csferas y, por lo fanto, las
cuaniro esferas construidas hacen contacto enire si de dos en dos

hallaremos:

512. Designemos los radios de las esferas pur ry, 7, v £y, p 22 7y er, .
=13 Tracemos un plano tangente a las dos primeras esferas’ Adeinas, irace-
mos por los ceniros de estas esferas un plano
perpendicular al plano tangenle y examninemos
la circunferencia de radio r que hace contacto
con las dos circunferencias grundes obienidas
en la seccién y conm su recta tangente comin
(fig. 225). La tercera esiera puede, cvidente-
mente, hacer contacto con las dos primeras
esieras y con el plano que tlene contacto con
ellas, si esta esfera »no es demasiado pequeiia®,
a saﬁer, si rgz=r. Tenemos (fig, 225) que FIG. 225

¥ 0,0i—0,C*= 40+ 0B
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¢ hien
Vit P —in—rP=V i+ —(rs— 02+ Vi + P —{ra— 2.
De esta ecuacién, hallaremos:

11z
r= —/__——-? .
(Vi ¥ ra?
Por consiguiente, los radios de las esferas deberan satisfacer Ja relacion
Iy

[ = e—
VRV

513, Supongames que el nimero de caras laterales de la pirdmide sea igual
a n. Unamos el punto arbitrario 0, tomado en el plano de su base, con todos
los vértices ¥ examinemos n piramides triangulares con un vértice comin en
¢l punto O. Es evidente que ¢l volumen V de la pirdmide dada es igual a
la suma de los volamenes de las pirdmides triangulares oblenidas. Tenemos:

Vo S(at ek oo 1)

donde ry, fy, ..., ry son las distancias desde ¢l punto O hasta las caras late-
rales, v § el drea de la cara lateral.

.

3V
For consiguiente, r1+r2+...+r,,=~§- es una magnitud constante que

no depende de la pesicién del punto O en el plano de la base, Jo que era
necesario demostrar,

614, Examinemos los dos planos sombreados en la fig, 226 y el tridngulo
ADE en el plano P que pasa por los vértices 4, D, H y £ de] paralelepipedo
dado. El plano P corta al plano del A BCD por la recta KD que pasa por

#

UG, 226 F1G, 227

el punto A de miurseccién de las diagonales del paralelepipedo ABEC, y, por
consiguicnte, of segmento KD es una mediana del A AED. Es evidente, que
AOQ es tambien una mediana del A AED, Por esta razén, el punto 5 que nos
interesa, es el punio de interseccién de las medianas del A AED y, por lo tanto,

2 i
AS=Z A0 =3 AH,

con le cual el prablems queda demostrado.

515. Tracemos ¢l plano indicado en el problema per los vértices B, D y F
(lig. 227? y otro plane, paralelo al primere, por los vértices €, £ y G. Ambos
planos forman en su interseccion con el paralelepipedo {riangulos equildteros
iguales. Designemiee la longitud de cado lado de cstos tridngulos por a. Si,
ahora, trazamos por el punts medio de una de las seis aristas que unen los
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vérlices de los dos triangulos mencionados, por ejemplo, por el punto medio
N de la arista BC, un plano paralelo a los planos indicados, ¢ste dard en la sec-
cion con el paralelepipedo ¢l hexdgono MNPQRS, todos Ios jadas del cual,
cvidentemente, resultardn iguafes a 92— Observemos, ademds, que MN || DF y
NP BD. Por esta razén, el / MNP complementa al / BDI' Lasta 180 vy,
por consiguiente, el £ MNP=120°. Anilogamente establecemos que los demas
angulos de] hexégono son también iguales a 120°,

516. Sea SABC el tetraedro dado, P y @ los puntos medios de las aristas
opuestas AC y §B, MPNQ cierta seccién del fetraedro en la que se encuentra
el segmento PQ {fig. 22¢). Examinemecs

s Kl ¢ la seccidon plana SPB que, evidentemen-

. | te, divide al tetraedro en dos partes

i 2 &
7
% !
A Y /
i #
FIG. 228 F1G. 229

equidimensionales. El problema quedard solucionado sl demostramos que las
pirdmides SPQN y MPQB son equidimensionales.
Bajemos sobre el plano SPB las perpendiculares desde los puntos M y ¥
designemos sus pies respectivamenie por K y L. Pueste que lns tridngulas
}’QB y SPQ son equidimensionales, entonces,
para resolver el problema es suficiente demos-
trar que LN =MK. Estableceremos esta igual-
dad al demostrar que

MO =NO. {n

Examinemos, con este fin, un par de planos
paralelos en los que se encuentran lasrectas que
se cruzan SC y AB (fig. 229). Dado que el
segmento PQ une los puntos medios de los seg-
mentos AC y 8B, él, evidentemente, estd dis-
puesto en un plano paralelo a los planos dados
v que equidista de éstos. En virtud de esto, el
segmento MN, al intersecarse con el segmento
PQ, seréd dividido por el punto de interseccién
por la mitad.

517. Sea SABC la piramide dada {fig. 230).
Bajemos desde el vértice S la altura SP de la
cara ABC, y las alturas SD, SE y SF de las s
tres caras restantes. Es facil ver, que los tridn- FIG 230
gulos SPD, SPE y SPF, en virtud de l. igoal-
pad de los dngulos SDP, SEP y SFP, son iguales entre si (compdrese con
el problema 458). Tracemos, a continuacién, por las aristas AB, BC y AC
dlanos que dividan los correspondientes dngulos diedros por fa mitad. Estes
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planos se inlersecan en ¢l punto O equidistante de las cuatro caras de la pird-
mide y, por consiguicnte, que es el ceniro de la esfera inscrita en la pirdmide.
Es facll ver, que en el caso que se examina, en virtud de la igualdad indicada
de tos tridngulos, el punto O resultara sobre la altura SP de la piramide. Re-
pitiendo los razonamicntos, estableceremos gue todas las elturas de la pirdmide
se intersecan en el punto O. Valiéndonos de esle hecho, podemos afirmar que,
por ejemplo, los fridngulos APS y SPE se encuentran en un mismo plano y,
por consiguiente, los segmentos AP y PE pertenecen a una misma recla. Por
eso, AE es simuiténeamente la bisectriz y la altura del A ABC. Por la misma
causa, las demds bisectrices del A ABC son al mismo tiempo sus alluras. Por
consiguiente, el A ABC es cquilétero. Repitiendo los razonamientos, estableccre-
mis que fodas las caras de la piramide representan triangulos equildteres, con
lo cual el problema queda demostrado.

518, Sujq)origanms que el segmento A8 se encuenifra cn el planc @, y el
segmenta CD, en ¢l plano P, y sea P|Q (fig. 231). Tracemos por el punto A
una tecta paralela a CD y tracemos el segmenio AA; =CD. A base de los lailos

(1G 23l FIG. 232

AB y AA, construyamos el paralelogramo ABB;4;. Reallcemos una consfruc-
cion andloga en ¢l plano P. Uniendo A con C, B con Cy, 4; con D y By con
D, obtendremos el paralelepipedo ABB;A,DCC,D,. Examinando la cara ACB
como hase de la pirdmide DACB, observamos que el volumen de la pirdmide

es igual a —é— del volumen del paralelepipedo. Puesto que, sin embargo, el volu-

nicn del paralelepipedo no varia al trasiadar los segmenios (ne varian ni el
area de Ja base ABByA,, ni la altura, es decir, la distancia entre los planos
Py @), entonces, tampoco varia ef volumen de la pirdmide.

519. Sean P y Q los puntos de interseccion de la recta dada con las caras
CBA y DBA del angulo diedro (fig. 232). Tracemos por la arista 48 el plano
bisector ABE g, lucgo, por el punfo O de su interseccion con la recta PQ,
tracemos el plano C,8.D, perpendicular a la arista AB. Sea, a continuacion,
oM | B\Dy, ON | B,Cy v SR la proyeccidn de P sobre el plano DyB,C, de
tal modo que QS | B,D, y PR ] B,C,. Si los puntes P y @ equidistan de

la arista, es decir, =1
B:R-B,S, (1)

entonces, el triangulo B;RS es sésceles, SO= RO vy, por consiguiente, GO = PO,
como lfneas inclinadas que tienen iguales proyecciones. Tenlende en cuenta,
ademds, gque segun la construccion

MO = NO, 2
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podemos deducic que los tridngulos OMQ y ONP son reclangulos e iguales.
De aqui se desprende la igualdad de los dngulos:

£ MGO=/ NPO. (3)

Asl pues, en un sentide la afirmacion queda demostrada,

Si, ahora, al conirarie, se cumple la igualdad de los dngulos (3), entonces,
en virtud de (2}, tiene lugar la igualdad de los triangulos QMO y PNO. Comno
consecuencia de esto, QO0=PO y, por lo tanto, SO=0R. De aqui se desprende
ya la igualdad (1}

520. Unamos los punios B v €, A y D con segmentos de ruclas (fig. 2331
Tracemos por ¢l punto A una recta paralela a MAN hasta que ¢ encuentre ey
el punte K con la rectn que pasa por
los puntos B v ¥. Observemos que
AK=—2MN, puesto que MN esla
media  del friangule ABK. Luegy,

[F1G. 233 FlG 234

ABNC=p KND, va que BN=NK, CN=ND y / BNC~ /£ KND. Por esa,
DK = BC. Del Iridngulo 4DK se desprende;

DK+ 4D > AK =2MN

(aqui tiene importancia que D no se encuentra sobre la recta AK, de lo contra-
rio, tendriamos que haber puesto el signo ==). Asi pues,

BC+A4D » 2MN,
lo que era nccesario demostrar.

521. Sean A, B C y D puntos arbitrarics que se emcucniran cn las aristas
del angulo tetraédrico con el wvértice F (g, 234). Demostremos, por ejemplo. que

LCED < fCEA+ £ AEB-+ £ BLD. th

Tracemos el plano CEB. Segin la propiedad de los angules planos de un angulo
{riédrico

. CLD < £ CEB- / BED (2

y por la misma cansa

LCER = éCEA—}—éAEB. 13)

De las desigualdades (2) v (3) se desprende (1). De este minddn, Ia desigualdad
(!} queda demostrada.

Es i4cil comprender que nuestro razonamicato cunserva su vigor también
para el caso cuando el dngulo tetraédrico ne es convexo, o= deeir, cuands: la
arisla £D resulta al otro lade del planu CEB.

522. Supongamos que sea dado el dngulo tetraédrico convexu con ¢l virttice §
(fig. 235) Prolonguemos los planos B85C y ASD hasta que so crucen par in
recta #;. Luego, prolonguemos los planos ASB y DSC hasta que se crucen pur
la recta I,. Las rectas {; y I,, evidentemente, ne cunuden (de lo contrarmw,
fodas las caras en su prolongacion pasarian por nna misma recta)  Designemos
por P el plano en el que se cucuentran las rectas {; y {, Valiendonos de la
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convexidad del &ngulo tetraédrico, es facil demostrar que el plano P tiene sola-
mente un punte comin con el dnguio dado, el punto de interseccidn S, de
modo que tods el angulo se encuentra 2 un lado del plano P {este hecho cs
casi evidente). Demosiremos, ahora, que lode plana que corte al dngulo tetraé-
drico ¥ que sca paralelo al plano P, formard en la seccién con este dngulo un
paralelogramo. En electo, en virtud de lo expucsio, tal plano cortara a las
cuatro aristas del dngulo telraédrico. Designando los respectivos puntos de

D

G 235 FIG. 236

interseccion por A’ B, " y D', ohservemos que A’D’|) B'C’, puesto que eslos
dus segmentas son por separade paralelos a /4y; por la misma causa A'B'|| D'C’.

Por consiguiente, el cuadringulo A'B'C'D' es un paralelogramo, lo que era
necesario demostrar,

523, Sean DL y CM las alturas de los iridngulos ADB y ACB, bajadas a
su base comfin A8 (fig. 236). Dado que estos trisngulos son cquidimensionales,
entonices, DL=CM Supongamos, ademiés, que sea KN la perpendicular comun
a las aristas que se cruzan AB y DC.

F1G. 237

Tracemos por el segmento KN el plano P perpendicular a la arista AB.

Proyectemes el enadrilatero LMCD sobre el plano P (fig. 237). Puesto que los
segmentos DLy M se proyectan sin gue varien sus longitudes (ambos son
arilelos al plano P}, y ¢l segmenfo LM ‘tiene como proyeccion un punto, <n
a proyeccion se ohticne el iridngulo isdsceles KD;C;. Segin la construccién
tenemos que KN | DC, por consiguiente, KN | D,C, r[y, por lo tanio, KN es la
alura del A KDyCy. Por eso, & es el punto medio del segmento DyCy ¥, por
lo tanls, tambwen de! segmento DC.

De este modn, para las condiciones del problema, el pie de la perpendicu-
iar comin a dus aristas que se cruzan de la piramide divide a estas aristas por
a mitad.

De la fig. 237 cs fauil observar que LK =KM, puesto que DPy==CC,. Por
eso (vease [a fig 236) AL=BM y de la igualdad de los {ridngulos rectangu-
los ALD y BMC se desprende que

AD=REC,
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Anilogamente se demuestra que AC=8D y que A5 =DC. Por consiguiente,
todas las caras son iguales enlre si, como ftridngulos gue ticnen tres lados
iguales,

3. Lugar geométrico de los puntos

524, Sea P uno de fos planos que pasa por el punto dado A, y M la
proyeccién del punto dado B sobre el plano P, Supongamos, a continuacion,
que sea € el punlo medic del segmento AB (fig. 238), Puesto que el fridngulo

AMB es rectangulo, entonces, C'M=—2-AB. De este modo, fodos los puptos A

¥4

FIG.238

F1G. 239

i
se encueniran a una misma distancia -Q—AB del punfo C y, por consiguiente,
1
r 'l 2 N .
facil ver, ademas, que cualquier punto de dicha estera cancide con una de las

proyecciones del punto B. Asi pues, el lugar geométrico buscado cs una esiera
cuyo digmelrc es 48,

eslén dispuestos en una cslera de radio - AB cuyo centru ecs ¢l punto €, Ls

525, Sea O el centro de la esfera dada. Traceinos por la recta dada ! cierto
plano P que corta a la esfera por una circunferencia con centro en el pento M
{tig. 239). Como es sabido, OM | P. Tracemos, a continnacién, por el punto O
el planc P; perpendicular a la recta . Designemos el punto de inferseccidn del
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planoc P, con ia recta { por €. Dado que los planes P, y P son perpendicula-
res, el sogmentn OM se encontrara en el plano P,. Examinemos, ahora, el
triangulo rectingnlo OMC. EI punto C no depende de la eleccién del plano
secante P, y la hipatenusa OC del tridngulo rectangulo OMC es una magnitud
constante. Si D es el punto meiio de OC, entonces MD:T' Por consiguiente,
si I no liene puntos comunes con la csfera, el lugar geométrico buscado es una

parte del arco de una circunferencia de radio =5 encerrada denfro de la esfera

(el arca se encuentra en ¢l plano Py y pasa por el centro de la esfera). Si/
tiene contacto con la esfera, el lugar geométrico buscado serd una circunferen-
cia de radio %. donde R es el radio de |a esfera. Si, por fin, { cruza a la

: " F - o
esforn, el Tugar geometrico de los puntos M seré una circunferencia de radio 5 -

526. El lugar geométrico buseado es una superficie de revolucién, obtenida
como resulfado de la rolacidn del aren de una circunferenciz o de toda la cir-
cunferencla ivease la resolucidn del problema
anferior} alredednr de sy diametro OC.

527, Demosiremos que el Iugar]/ggomélrico

buscado es una esiera de radia R —Qb- ¥y que

ol centro de esta esfera cuincide con el centro
de la esicra dada

Sea M un punta  arbitrario del  lngar
geométrico buscads, los segmentos MA, M8
MC (fig. 240), por ser segmentos tangentes a la
esfera, frazados dewle un mismeo punto, son o
ignales entre si Por eso, los tridngulos rectan- F1G 240
gulos AMC, CMB v AMB son también igua-
fes Por consiguiente, of A ABC es equilatern, Es evidente, gue ¢l segmen-
to OM cortard a cste (ridngulo en su centro de gravedad O, Sea AM=—a,
entences

alV' 6

AC=a¥ 2 y A0, = 3

Colocando estos valures en la igualdad
OM A0, =04.-AM

{aqui nos valemos de que el A OAM es rectdngulo y escribimos su drea por
dns métndos), sbtendremos:

OM-.a Q-T— Ra.
D agul, _
6
om:VT j

Asi pues, el punie M se encuentra en la esfera mencionada més arriba. Girando
la esfera dada junta con las tangentes AM, CM y BM alrededor del centro O,
1105 comvenceremos de que cualquier punto de la esfera pertenece al lugar geo-
melrico exaninado.

528. Designemas el punto dado del espacio por A, el punto de interseccion
de las rectas por 8, y ¢! ple de la perpendicular bajada desde 4 al plano
por C. Tomemos, a conttnnacidn, cvalquier recta que pase por el punto B y
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bajemos & esta recla la perpendicular AD (flg 241) Enionces, por el teorema
conocido, CD | BD.

Por consiguiente, ¢! punto D se encuentra sobre una curcunferencia cuyo
difdmetro es el segmento BC. Es facil demostirar tIue lmnbiéu, al contrario,
cualquier punto de la circunferencia indicada es ei pie de la perpendicular
bajaga desde el punio A & crerta recta de la familia examinada. Por eso, el
lugar geométrico buscado es una circunferencia de diametro BC

529. Son posibles dos casos. Iy La recta AB no es paralela al plano exami-
nade P. Designemos por D el respectivo punto de intersecciim de AB con P
{flig. 242). Sea M ¢! punio de tangenmcia del plano con una de las esferas del
conjunto examinado, Tracemos un

lano por las rectas AB DM. 2
ste plano cortarf a la esiera por
una circunferencia que [ace con-
4
2/ 7
‘.:.ﬂ-‘\
£ TN
g [ FL
FIG. 241 FiG. 242

tacto con la recta DM en ¢l punto M. Por la conocida propiedad de la tan-
gente y la secante trazadas desde un mismo punto a una circunferencia, tenemos:

DBE-DA=DM?,

Por consigulente, el segmento DM tiene una longitud constante (:'gual ay BD.D4,
que no depende de la eleccidn de la esfera y, por lo tanto, todos los puntos M
se encuentran em una circunferencia de radio r= ¥V DB-DA cuyo cenlro es el
punto D. Designemos esta circunferencia por C. Supongamos, ahora, lo conira-
rio, que M es cierto punio de Ja circunferencia C; demostremos que este punto
pertenece al lugar geométrico examinado.

‘Tracemos por los puntos A, 8 y M una circunferencia auxiliar y designe-
mos su centro por O, (fig. 243). Puesto que en las condiciones del problema
DB.DA=DM?, entonces, la recta DM es tangente a esta circunferencia y, por
consiguiente, O, M | DM. Levantemos, ahora, en el punto A una pefpend}icular
al plano P, y c¢n el punto 0y, una perpendleular al plano de la circunierencia
auxiliar, Estas dos perpendicularés se encueniran en un plano perpendicular
a la recta DM en el punlo M, y no son paralelas (en el caso contrario, el
punto @), vy junto con éste los puntos A y B, se encontrarian en el plano P).
Por esta razon, estas perpendiculares se Intersecan en ciertn punto 0. Es [acil
ver, que 0A=0B=0M, puesio que las proyecciones de estos segmentos 0,4,
0,8 y O, M son iguales entre si como radios de una circunicrencia. Por eso, se
se construye una esfera de radio OM, cuyo centro sea el punto O, enfonces,
esta esfera hara conlacto con ¢l plano P y pasard por los pintos A y B. De
este modo, al contrario, cualguier punto de la vircunferenvia C pertenece u
nueslre lugar éveométrico. Por consiguiente, ¢l lugar geomnélrive buscado es la
circunferencia C.

2) En el caso, cuando la recia AB es paralela al plane, el lugar geométrico
buscado represenla una recta gue se encuentra en ¢l planc P y que es perpen-
dicular a la proyeccién del segmento A8 sobre el plano P y la divide por la
mifad,

530, Caso a). Sea D el punto medio del segmenta AB {fig. 244}, C el punto
mévil, Q el cenlro de gravedad del A ABC, y Q' ¢l centro de gravedad del
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N ASB. Puesto que el punto ¢ divide al segments DC en la relacion de 1;2,
el lugar geomdlrico de estos puntos es, evidentemente, un rayo paralelo a la
arista SE, que pasa por el punto’, o sca, por ¢l centro de gravedad del A ASB.

Caso b). Si, ahora, es el punto B el que se desplaza por ¢ la arista SG,
entonces, los cenlros de gravedad Q'
de los trifingulns ASB se cocontraran
sobre un rayo paralelo o la arista SG,
que pasa por el punte G° que divide al

FLG. 243 FIG. 244

segmenlo AS cn la relacion de 2:1, contando de A 2 S, y los rayos exami-
nados ¢n ¢l caso a), correspondienies a cada posicion fijada del punto B, llena-
rén la seccién del dngulo triédrico con un plano que pasa por el punto Q” para-
lelawente a las arislas SG v SE.

4. Valores midximos y minimos

831, Sm dervgar la comunidad, s¢ puede considerar, que el plano secante
se cruza cone laanisla CE del cobo (fig. 245). Es facil ver, que en la seccién
se obtiene siempre clerto paralelograme AMBN. El 4rea S del paralelogramo
3 puede ser hallada por la férmula

S=A8.MK,
donde por MK se ha designado la perpendi-
2 cular bajadn desde el punto M de la arista
7 CE a la diagonal AB. Asi pues, el drea S
sera minima junto con la longitud del seg-
mento MK. Puro, entre los scgmentos que
ly unen lus puntos de las rectas que se cruzan
% CE y AB, la menor longitud 1a liene la
perpendicular comin a estas rectas. No es
- 7, dificil comprender, que la perpendicular
- comin a dichas rectas es el segmento M'O
z que une ¢l puitto mediv de la arista CE y de
‘ & 4 la diagonal AB. En electo, ef A AM’B es
FIG 243 isosceles v poreso MO | AB. Pucsto que
también el A COF es isdsceles, M'O | CE.
Ast pues, la secoion de menor area es la seccién que divide a la arista CE

por la mitad, el area correspondiente § ws

. eV &2¥F%

S=@a l/ 3 . ) = g .
Este mismo probfema puede ser resuelto de ofra manera, si se emplea el siguiente
teorema: el cuadrado del #rea de un poligono glano es igual a la suma de los
cuadrados de las dreas de sus proyecciones sobre ftres planus perpendiculares
cntre si. Este feorcma se demwestra sin dificultad a base de la férmula, por la
cual el drea de la proyeccion de un peligono plano sobre un plano ¢s igual al
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arca del poligone multiplicada por el coseno del 4ngulo entre los planos (véase
la férmula (1) en la resolucién del problema 456).

Considerando a este teorema
demostrado, designemos por x fa
longitud del segmento CM (véase
la fig. 24F). Las proyecciones
del paralelogramo que nos inte-
resa sobre los planes ACD, ECDB
y BDN estan representadas en 5
el orden correspondiente en la
fig. 246, a, b y ¢ Las 4reas FIG. 246
de las proyecciones son respecti- ;
vamente iguales a a?, ax y a—ax, asi que, en virtud del teoreina mencionado,

§% = (%) -+ (@0)? 4 (0® —ax)? =2a® (> —ax+a?)
Representando al {rinomio cuadrado x*--ax—+a® en la forma

al\?* 3 ,
(=) +5=
hallamos (compérese con (1), pag. 47) que S* tendrd su valor minimo cuando

p=2 y el valor minimo del 4rea es

2 ]
Y8
Smjn= ]/-2“1! iaﬂ_gTVu.,

532. El cuadrilatero MNKL obtenido en la seccidn de la pirdmide ABCD
{lig- 247) es un paraletogramo, puesto que LK ||CD y MN|[CD; por consi-
guiente, LK || M v, andlogamente, LM || KN,
si / LKN =ua, entonces, el 4rea del parale-
logramo, por la férmula conocida, es

S=KN-KL sen a.

Puesto que / LK ¥ esigual al dngulo formado
por las rectas que se cruzan A8 y CD, el
seno de este 4dngulo es una magnitud cons-
tante para todas las secciones paralelas exami-
nadas. De este modo, ¢ drea de la seccidn
depende solamente de la magnitud del producto
KN.KL. Designemos la longitud del segmento
AK por x. Entonces, en virtud de la semejanza FIG 7.
de los tridngulos, tenemos:

KN AD—A:. KL_ X
AD- 4D 'Y €D AD
AB.CD
AD?

Multipliguemos estas igualdades entre si: KN -KL= {AD—x} x.

AD?
prende que el producio gue nosinferesa KN-KL adguiere su valor masimo junto
con el producto (AD—x) x,

Examinando este producto como el trinomio cuadrade —x*- 4Dx y repre-
sentandolo en la forma AD]‘ AD\?
=hE=ag] £l «
nos convencemos de gue €ste alcanza su valer méximo cuando x=AD/2 (com-

pérese con (l), pég. 47).

Dado que 4 es una magnifud constante, de la férmula anterior se des-
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TRIGONOMETRIA

I. Transformacién de las expresiones que contiencn
funciones trigonométricas

533, Lmpleando la iérmula
6% | 48 1a - b) (@F—al -+ By == ta D) | (@ - ) —3ab],

obtenemos
sen® x-fcos® x == (sen? x4 cos? x) [(sen® x4 cos? x)*—3 sen® x cos* x| =

=]—dsep* xcos® k=1 --3— sen® 2x.
534. Designemes la parte izquierda de la identidad por 8 y sustituyemos

el producty Zcos zcosp de la férmula (14) pdg. 79 por la suma cos (a+B) +
+ cus (e—f) Fnlonces S se escribird en la siguiente forma:

S=cos? a—cos (o) cos (a—f).

Aplicando de nueve la formula (14), hallamos:
cos {a-+P) cos (u—f) ..—:% (cos 2o 4-cos 26).

1+ cos 2x

2
_1—cos2f
- 2

S1, ahora, sustituimos cos® @ por , definitivamente obiendremos:

S

=sen® f,

le gue era nceesarin deniostrar,
535. Do 1o lormula

_ lga+igh
g (a+ Bi= —igaigh
s¢ desprende gre

tga+lgh=tgat+p |l —tgelgfl

ty -1y p—tg @+ h= —tgatg [ 1g ia-HR).

Supaniendo cn Li ultima rgualdad e=x, f=2x vbtenemos la lormula requerida

di domide

336, lencus:
fa A\, ia
tgxlg|=—x)te |+ x)-—-
g13—*) (3"" B B
ek V3i—tgx V3+tigr tgx@—1gx
i+Vagx I—V3igs 1—3tghx

M

Por otie parbe, eoopleandn por segunda vez la formula para la tangeate de la
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suma de dos dngulos, hallaremos ficilmente que

tex(3—tgiy)

tg3x=-—m—. (2}

Comparando (1) y (2), obtenemos la solucién del problema.
Observacion: La férmula (2) puede ser lambién deducida de las férmulas
{7) y (8 pag. 79.

537, Valiéndonos de las [érmulas para la suma y la diferencia de los senos,
representamos la parte izquierda de la identidad en la forina siguiente:

OH— ccsa—-f;l—2cos ('p-[—a—,_tﬂ(_ sen E.—f__.E—_—
=2sen +B- [cosm:ﬂ-—c—us (?+—+—E ] .

De aqui, empleando la férimula para la diferencia de {os cosenos, obtenemos
faciimente que la parte izquerda de la identidad coincide con la derecha.

2sen

538. Ulilizando la identidad del problema 537, obtendremas

1 4«
sert e sen Bf-sen p=4 scﬂm_gﬁ sen b 2 ! sen 1‘_;'1 4cos—§—cos%ms—g—,

puesto que,

539. Valiéndonos de la identidad indicada en el problema 537, obien-
dremos:

sen 2nct +sen 2af 4 sen 2ny=
=4senn(on+Bysena By senn(yda) (1)

A continuacién, tenemos gque

sen (@~ fy=sen n (m—y)=(—1)"+ sen ny.
Transfermando andlogamente los otros dos factores en la parle derecha de (1),
obtenemos la solucion de! prablema.

540. Para la demostracion multiplicamos ambos miembros de la igualdad
cos (4 B)=0 por 2senfh y empleamos la férmula (15} pég. 79.

541. Los valores admisibles de los argumentos s¢ determinan de la condi-
cion de que cos o cos (o +p) % 0. Observemos que la igualdad
t2a+f=2tga, ()

que se necesita demostrar, contiene los argumentos o~ y «. Por esta razon,
es natural introducir estos mismos argumentos en la igualdad inicial Tenemos:

—@+h—a 2+B=(@+B)+a
Colocando estas expresiones para f§ y 224§ en la igualdad inical
3 sen B =sen (2a B} (2)

y valiéndonos de las [drmulas Fara el senos de la suma ¥ la dileren-
cia de dos dngulos, transformemos ia lgualdad (2) a la forma siguiente:

sen {ct-f-B) cos oo =2 cos (o P) sen a. 3

Dividiendo ambos miembros de (3} por cos @-cos (@-p), obtendremos (1)
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542, Todos los valores de @ y f son admisibles, exceplo aquellos para los

cuales cos (@-+P)=0 y cosp=A. Observando que sena=sen(x+Pp—p),
cseribamos la igualdad inicial en la forma siguiente:
sent {0, 4-8) cos f—cos (a—+P) sen f=A sen {&+-B). (1)

Dividiendo ambos miembros de (1} por cos(x-P) =0, obtendremos que
ig [oc-l-l?l)co.v,ﬁ-—senﬁ:A tp {e--p). Expresando de aqui tg (e--P), hallaremos
1z igualdad requerida.

543, Es ficil comprobar que, en virtud de las cundiciones del problema,
senccosecosp #0, puesto que de lo contraric tendriamos que [m|<|n|.
Por esta rozon, la igualdad a demostrar tieme sentido. Representemos esta
igusldad en la forma

tgo--tg _m4n

T—Tgaigh m—nt% 0

de donde
(g (@t B)="t" tga. e

Sustituyamos en 1a relacién (2) las tangentes de los 4ngulos o y of por
fos sencs vy cosenos, reduzcamos el quebrado a wn denominader comin y eli-
minemes el denonumadoer comin. Obtendremos:

m |cos e sen (- Py—sen @ cos (w4-f)] —

—n [sen o cos (m+4P) Fcosasen (2Bl =0C (3}
o bien
m sen f—rnsen (2a+pr=0, (E))

Asi pues, la demostracién se reduce 2 la demostracion de la relacidn (4). Dado
que la relacién {4) se cumple por las condiciones del problema, entonces tiene
lugar (3) y, por consiguiente, también (2).

Pero, de (2) se desprende (1), y de (1) se deriva la relacitn

g
]+1g_os=l—tgrxtgﬁ
m-t+n m—n

que era necesaric demostrar.
644, Examinemos la identidad

€08 (x4 y+2) = cos (x -+ y) cos z—sen (x+y) sen z=
= COS X COS I €OS Z— COS Z SeN ¥ SeN §—COS If SeNn X sep #— COS X 5en ysen 2.

Pueslo que segiin la conticion del problema cosxcos ycosz # 0, de esta iden-
tidad se desprende quoe

cos (x4 y+z)=cosxcos yeosz (l—tgxtgy—tgytlge—igzigx).

545. Primera resolucién. Segin la condicion del problema

Dca<n 0<p<n, 0<y<n y a+-pty=m )
Por eso, de {I) se desprende que
4 n o )|
te (M) =i (5-5)-—5 @
lg?



Por otra parte, por la férmula de Ta tangeple de la suma, tendremos:

B ¥

| I i B 5 oN

Bty ETTIES
tg(——2 —-———T" {3y
: I—tg 4 tg &

Igualando los segundos miembros de las igualdades (2) v (3) y liberdndonos de
los denominadores, obtenemos la igualdad requerida.
Segunda resolucién. De la férmula

cos (2047
¥ B B ¥

o Coon oo P G BB Gl e Yool g
—=cos cosgcosg(i g5 tg 5 iggt;.\;2 teg tg2).

2 L 2 2
demostrada en el problema anterior, hallamos directamente que
L LT e T S
1=—tg 2lg 5 igzlhg—thIgz_U,
puesto que
a4+p+yv_=n
z 2

546. Por el senlido de la expresidn que se cxarmna en el problema,
cos x ¢os 4 cos 2 £ 0, Por esla razdn, dela formula cbienida en el proklema 544,
hallamos;

t‘snl’
08 — ¢
2

cos{xt+y4 2} =1
COS X COS y€0s 2 COSXCOS [ COS 2

Si b es impar, entonces, la expresion examinada es igual a 1 ¥ no depende
de x, y y 2. Si & es par, entonces depende de ¥, ¢ y 2.

igxtgytigytpzttgziga=1—

547, Primera resolucién, Observemos, primeramente, que tgftgy =1,
puesto que, en el caso contrario, tendriamos que igﬁ—l—tgv:a lo que es
incompalible con la igoaldad tgftgy=1. Por esta razon, de la condicion
de! problema se deduce que
fgP+tzy .
lga=——""21 =1 ) tg (—f—1),

de donde hallamos que e=hn—f—7y, es decir, que a4-p4y=kn

Segunda resolucion. En el problema 544 fue demostrada la formula para el
coseno de la suma de fres angulos. Andlogamenie se puede obfencr la formula

sen (g4 P+ yy=cosacosPeosyitga+tgb+igy—tgatgPigy,

suponiendo que cos o cos fi cos y # 0. Por esta i¢rmula hallamos que, segin las
condicioncs de este problema,

sen (2 + P+ y)=0, es decir, a+pfy=4kn.
548. Designemos la suma dada por S. Transiormemos los dos primeros su-
mendos de la forma siguiente:
S s __cos*2x  sen®2x
cotg? 2 —1¢" 2 = Ty “costox
_vos® 2x—sen? 2¢_ cos® 2x— sen® 2r 4 cosdy

T Tsen® 2xcos?2x | : sen® 4x
= sen dx
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Por consiguiente,

-; i (1]
c)Sﬁm[]—i‘s.m'niarc()s4-):) Aesy

§—
" sent sen? 4y

11 —sen 8x).

Puesto que 1 —sen 8y = 2 sen? k.T_‘ix)’ entonces, chtendremos definitivamente:

I kY
L
8 cos 4x sen® | ——4x)
\ 4
S= -

sen® dx

549. Designentus la expresion que se exannma por S. Transformemos los dos
primeros sumandos por la formula (16) pig 79, v sustituyames el producto
cosecosP por |1 suma de la fdrmula (&4! pag. 79, y por [in, sustituyamos
sen® y por 1-—cos?y Entonces, obtendremos

= —% (cos 22 - cas 2 —cos? y - |cos (24 i) - cos (z—P)] cos .
Transiormanda la suma cos 2+ cos 28 en un jroducto y abriendo los corchetes,
obltenemnos:

S=— cos (z+p) cos (@— P —cos® v+ cos (m+ P} cos v+ cos (a—P) cos y.
Agrupando los sumandos en esta expresidn, hallamos que

S =— |cos (m—PB)—cos ] [cos {(a+ ) —cos y].
Por consigulente,

S=4s5n-——

o— ﬁ+v —a+B oc+ﬁ+y o2 tB—y
T2 7 i

5650. La expresion que sc examina se puede transformar de la manera si-
guiente {véase {13) pdg. 79):

I—dsen 10°sen 70° 1 —2 (cos 60°—cos 80°) 2 cos 80°
2 sen 10° - 2sen 10° T 2cos80°°

Asi pues,

I' v 7 e
m—zsmrl}“ =1

551. En virtud de la férmula (12), expuestaen l[a pdg. 79, la parte izquierda
de la identidad es igual a

3n
2sen — 1Dse-n T (1)

Multiplicando y dividlends (1} por 2¢cos — o cos?—g- y haciende uso de la iée-

mula para sen 2a, obiendremos:

sen g ——-3ﬂ

o 3n 5 =] 5
2 sen e Tg = —— 3.
2cos—cos T

Yero,
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043—“-—- ~|"!£ 3n oo
€08 = Se 7o) son = .

i |
Por consiguiente, 1a parte izquierda de la identidad cs igual a 5

552. Multiplicando y dividicndo la parie izquicrda de la idenfidad por 2 sun L

y valiéndonos de las férmulas que expresan el producto de funciones lriganue-
fricas por las sumas, hallaremos:

cos 2—?—&—:05 -4;%- os -6?1.—_

2n n 4in L] liy s
2008 = 50N = -2 005 —- sen = | Zuos —=— 01
I i i L3 T [

=1
2oen =
3m m na dn A
G0N - weh —-psen — - 800 —— Een A —50N —
* ] 1 i i

5 i
2sen —=
i
) |
De aqui se deduce que la suma exatninada es wual a ——
<

563. Empleando para tedus los sumandos de a suma S gue se examina, al
principio la férmula (16), v a continuacion la (17) pag 79 hallaremos qie
3 17 & 3n on TR
P N e R it st [ A e pigss
=g Lcos 5+ €05 g~ -cos S -eos +
I/ m 3, om Iy
+x ( €03 €08 == -Heos - 4-cos T)

Las sumas entre paréntesis son iguales a cero, piesle que

n P z ’ h
C05 — == == Q5 —f;- ¥ oS Tsﬂ cis ? 5
cos T—— cos i a5 i cos in
5 T TR cOs T = i
i y 3
Por consiguiente, \‘.>=—2-.
554. Si en la identidar
tg atg (60° —a) lg {60° - o) =1g 3a. ih

hacemos 2 =20° (vease el problema #8361, entonces, ablendremos directamente que

g 20° tg 40" g B0® = |7 3. 12)
Expongamos ofra resofucion sin emplear [a férmuta (1). Transtormemos 1 parte
el producto de los senos y los cosenos Empleando las formulas (13) y {15) pag
79, obtendremos:

I ; ; y

sen 207 som 407 sen 80"=Tz.‘-- ooy 20° — cos £0°) sen ¥° —
| oen W07 fsen 605 | }

i - o
R B ser B

£

&}

339



Observando que
sen 100° == sen 80°,

hallames.
sen 20° sen 40° sen §0° = 182 . )]
Luego,
cos 20° cos 40° cos 80° = 2 sen 20° cos 20° cos 40° cas 80°
2 sen 20°
_ sen #0° cos 40° cos 80° _ sen A(° cos 80° _ sen 160° _ sen 20° 1
2sen 20° Jsen20°  Bsen20° Bsen20° 8
Ast pues,
cos 20° cos 40° cos 80":%- i (4

De (3} y (4) se desprende (2).

2. Ecuaciones trigonoméfricas y sistemas
de ecuaciones
555. La ccuacian puede escribirse asi:

4 sen x cos x (sen? x—cos® x) =1
o bien
~2sen 2x cos 2x=-~~sen dx=1L.

Respuesta:
m—%-we-'-;- (e=0, £ 1, £2, ...)

556, La ecuacion picrde el sentido cuando x=%+ka § X=-~ -%-l-k:n, pa-
ra los deméas vulores de x es equivalente a la siguiente:

CO5 x—3s5en X

=] d-sen 22
Ccos X-sen x +

Después de simples simplificaciones, oblenemos:
sen x (3 sen 2x+cos 2x) =0,

La ccuacién sen 2¢x+cos 2x+3=0, evidenlemente, no tiene raices, por eso, la
ecuacién inicial se reduce a la ecuacion sen x=0.
Respuesta: y=/.

557. La ecuacion se puede escribir en la forma siguiente:
{sen x4 cos x)? -4 (sen x 4 cos x)+(cos? x—sen® x) =0
{sen x--cos £) (142 cos x) =0,
Igualando cada uno de los paréntesis a cero, hallamos todas las raices.

Respuesta. 1, =— -:E--}-fm. Xe—=4 2—;-{-23:::.

o hien

558. Uscribamos la ecuacion dada de la sigulente manera:
sen x -+ 1 ~—cos 2x=cos x — c0s 3x--sen 2.
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Después de las simplificaciones comprensibies, obtenemos
sen x -2 sen? x==2sen 2x-sen x-+endy

y, por consiguiente,
senx (14 2snx)(l—~2cos x)=10,
Respuesta:

Xq == frt, x,=%(—l_j-“+‘+k:t, Xy= %—1—2:&:‘.
559. Escribamos la ecuacion dada en la forma
1 L 3 foay b
-y — —— x—— | ——=0
(2 sen 2x +~—= cos 2x> T cos (\Ax {i_} %
4 bien

6

Resolviendo la ecuacidn cuadrada (1), hallamos:

4 cos? (2};—2)—(:05 (23:-%)-“5:{]. (1)

! n T
PR, e A E
cos \21: G ) 1, x o e

| =
La segunda raiz de la ecuacién cuadrada (1), igual a -;- no da solucidn,

pueslo que Jcos | 1.

560. Dividiendo amnbos miembros de la ecuacion por 2, la reduciremos a ta
forma

sen 17x J-sen (5:: i-[-\l
3/
de donde
n' ’ n\.
2 sen (llx—{— -g) cos (Sx—--‘.—{)zﬂ.

A kn 2k ym
Respuesta: x’:_E+'ﬁ'- g, dh _}!_) ‘

561. La ecuacién dada pierde el sentido cuando cos x={; por eso, se puede
considerar que cos x # 0. Observando que el segundn ymiembro de la ccuauan v
igual a 3sen xcosx-43cos?yx, v dividiendo ambos mumbros por cos®x, oblen-
dremaos:

tg? x(tg o D=3 (tg x4 1),
o bien
{tg* x—3) (tg x4 11 =0

3 1
Respuesta: xlz—%ﬁ-kn, x2=-3~+ knt, x3=— %}_" &m.

562. Valiéndonos de la [érmula para la suma de los cubos de dos nimeros
transformemos el primer miembro de ia ecuacion de la siguiente manera:

2

1
{sen x-}~ ¢os x) (} —sen x cos x)= gl — = 5en 2x) (sen x+cosx). Pur  consl-
orma

guienie, la ccuacion inicial foma la

(l --—]2—3011 2:) {sen x+cos x— 1)=0.
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El primer paréntesis no se reduce a cero, Por eso, es suficiente examinar la
ecilacidn sen ¥+cosx—1=0. Esta altima ccuacidn se reduce a la forma

1

sen (x-{———): 1

Respuesta, x, = 2k, x2=—g-+2rtk.
563. Empleando las [érmulas conocidas, escribamos la ecuacién dada en la
forma siguiente:
cosve? x—soc? x—colg? y—tgd x—cos? x—sen? x=— 3. i)

Puestn que
cosec? x=1-+colgy y sec?x=I-+tgéx,

[a ecyavinn (1) se reduce a la forma

tg2x=1.
Respucsta x—»’£+kﬂ
espucsta x=- 5 -
564. Uhlnrando la identidad
send ~—-+—cos‘ (sen*i-HosLx—)’—chn* cos? = —-]——i s:u*—%x
V3 3 3773 2 3%
{ransformemos la ecuacién a la forma
*.sell"‘:’)—-x——i
34

Respuesta x=9-’—r-l—§*—£n (n=90, +1, £2, ...}

565. Ulilicando la identidad, que figura en la resolucidn del probilema
anfenior, ohiendremng la ecuacidn

sen® Ze-sen 2x—1=0,

Resolviendo ¢sta ecuacion, hallamios:

V5—1

sen 2x==--——-.

Vi—-
e i
566. Lscribamos la ecuacion dada en la forma
{}4-4) cos x cos (2x—a) =cos (x— )~k cos 2x cos (x—a) {1y
Dado e

Respuesta: xz(—l)"%— arcsen

eosxcus[?x-—m}— [cos (3x—a) o8 {x—=)|,
COS (¥-—qt) €OS 2x=—é— [cos (Bx— ) + cos {x -+ )|

la ecuacion i1y lona la Tursn
oS (x—a) — 08 (& f o)== 008 (3 —m}—Cus (35X —a)
o bien
k sen x §en o == sen {2X — o) 5011 X. i
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La ecuacién (2) se descompone en dos:
a) sen x=10; entonces x=Ix;
b) sen (2x —a)=rksen o

enlonces

o 1 >
x=—+(—1)".7 arcsen (£ scn 2+ 5n.

Para que la GMima expresion tenga sentido, £ y o deberan estar enfazadas por
la condicién
[ksenc|=1.

567. Dado que los mimeros a, f, ¢ y d son los termines sucesivos de una
progresion aritmética, entonces sc puede hacer b= ~r, c=a-}p2r, d=a+3r
(r ¢s la diferencia de la progresion) Empleando la forinula

sen ¢ sen flo -,i-— [ cos (ot — B)-— vos tz+ Pl

represenfemos la ccuacion vn la Torma
cos (20 |-ryx—cos (2a-L5r) x=0
o bien
sen (2a F3r) x-sen 2rx=0,

de donde
ka kn

T2 ar BT

*

Las fdninulas escritas tienen sentido, puesto que
2a--3r=b4c>0 y r#0

568. Escribamos la ecuacidn dada en la forma siguicnte:

e 5

jsen4 :

S
x

2

x S
cos? 5 —sen® ?=2

e
\OS

o, después de simples transformaciones, en Ja forma

ey en N sl B 1 X % i Y
(cos2 senQMSl.os Q—I—Esen 2J,—ser|-2-ms?)_.0.

La ecuacidn
2 X 2 X B L
3 cos 2-}-25011 ?-]-—scn 5 t0s3 =0
es equivalente a la siguiente:
2tg? oy = 4-3=
g 5+ z+3=0
y no tiene soluciones reales.

Respuesia: xz%—{—z'u 3

569. Primera resolucion. La ecuacién pierde el sentido cuando x==4km, y para
lus demas valores de x es equivalente a la siguiente

Cos x—sen x =2 sen 2x.sen X, ()
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Sustituyenda el producto que figura en el segundo miembro de (1) por la suma,
segun la férmula {13} pég. 79, obiencmos:

COS X— SeD ¥=C0S X — 08 3%, €0 X = cos 3x,
de donde

Se71 X = €0 (—g—-—&c}

¥, por consiiuienle,

2sen (‘Zx——z-) cos (x—%):ﬁ.

Rispuesta
_m kn
a=gtg |
I (2)
Xg=— +ka

Segunda resolucién. Empleando la lérmula {20y, pdg. 80, y supomendo ue

sea tg x=1{, cblenemos la ecuacion
B3R —1 =0
Descomponiendo ¢l primer miembro en faclores, oblenemos:
DI —V D1+ VYV T)=0,
de donde,
gy =—1, dgx=V 2—1, (tgn,=—1-V 7.
Respucsta:

x3=3%+a‘m; xy=arctg (¥ T —1)+ b

ty=—arctg (14 ¥ Z)+ka,
Observacicén. Las dos il imas series de soluciones se pueden escribir mediante
una sola fdgrmula (2).

570. Aphcando al primer mlembro de la ecuacién la fSrimula (14), pag. 79,
obtenemos:
o8 (2x—f)4cos f=cos 3,
de dunde
co8 (2x—f)=0.
Por comsiguiente,

=k —f}+fm+—g- y tgx=tg (% + —})

571. La ecuacion inicial se puede escribir ¢n la forma
sen @+ |sen (24 -} o) —sen (2p — )] = sen (§ + o) — sen (p—ax),
o, después de simples transfurmaciones, en la forma
sen oo+ 2 sen ¢ cos 2= 2 sen ot ¢0s .

Suponiendo yue sen o £ 0 (en el caso confrario cosq es indeterminable),
obteneinos:
1+2¢0s20—2cosp=0, 4cos®¢g=—2co5p—1=0,
y oy
cos q_‘::i—:/s_
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Puesto que ol dngulo @ se encuentra en el fercer cuadrante, entunces, cos ¢ < 0.
Por consigujente,

cos ¢ = '"4_ L3
572, Empleando la férmula cos? ¢= I—|—cns 2@. cscribamos la ccuacidn en
la forma
cos 2 (@4 x)Lcos2(m—x)=2%a—2
o bien
cos 21 cos 2x=a—1,
de donde
a—1
B8 Gk cos 22 &
Puesto que, por ofra parte,
J+ws 2x
o
BT ,' T cos 2x’
enlonces, de (1} hallamos que
a—l—Hoéw?’r
colgx=t ] —a+cosa

De la férmula (1} se desprende que el prcblema tiene senfido cuando cos 2z £ 0
y |cos2u|=|a—1]

573, Utilizando Ias_fc’vrmulas (I8 y (19}, pag. 80, reducnnos la relacion

i
dada sen ¢ -+ cOS o= a la forma

2+ ¥V T)tg %—4 ig %—(2-— ¥V 7Ti=0

Resolviendo esta ecuacién respecto a lg%. obtendroinos.

2/, 24¥7T

(tg —;l=~—-—vj“2-

3

Comprobemes si satisfacen los valores hallados de tg% las condiciones  ddef

problema

Poesto que 0 € — < =, entonces,

2 8

0< ig% < Ig%:;. }F2—1.

@\  YT—2
(*g?)f 3

P
salisface la condicién del problema, ya que ¥

E! valor

< ¥F2—1.Laraiz V7—2
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debe suprimirse, puesto gue
T—2s ¥ i—1

574. Haciende sen x—cos ¥ =1 y valiéndonos de la identidad (sen x—cos x)* =
= l~—2sen x cus x, escnibames la ceuacion micial en la forma

212t —13=0
Esta ecoacion Uene las raiecs fi=—13 y {;=1. Pero, {=senx—cosx=
— ¥V Zsen f x—-':—' '| L e donde |£]<< V2, por consiguiente, la raiz £;=— 13

puede 1o examinarse. Por esla razén, la ecuacién inicial se reduce a la siguiente:
sen (x—f'- ——]—~
; 4 )'" V7
Respucsta: x, ==~ 2k, x3=%-l~2kun

575 Trapsfonmemos b1 ceuacidn dada a la forma

i : X g . :
Ulilizando la Tormula 2 cos® — == 14 cos x y abriendo los parenlesis, ohtenemos.
3 y P

24-24sen x f-c08 ¥) - sen x-cos x=0. n

Esta eciucion ¢s dei mesmoe lipo que la  del probiema 574, Sustituyendo
sen x4 cos x— £, hi renacion (1) se Heva a la ecuacién cuadrada #2444 |-3=10,

cuyds raices son £, . -1 y f,=—3, Puestc que |senxtcosx|< ¥ 2, ala
evtacien imcwal la pueden sitisfacer solamente Ias raices de la ecuacion
sen x4 cos x=—1. 2)
Resolviendo la ccnacion i2), vbtenemos:
m
Xy =— E—{H?kn,

u={2k4+ D

La segunda scrie de rawces se debe dJespreciar, pueste que sem 4, =0y la ccua-
cién inicial prerde o sentido.

Respuesta gas — ;- |- 2ka.

578. La ccuavinn dada pierde el senlido cuando x=k:x, y cuando x = kn
puede ser eaceila en la furina

cos? x + cos? x =send x |sen? x.
Puasando {odos Iis lérmines de la ecuacidn @ la parte izq uierda y descompo-
niéndnlos en factores, oblenemos:
{eos x—sen a) {sen® x4+ vos? - sen x cos X+ sen ¥4-cus x) = 0.

De aqur se desprenden dos posibi]idades:
a) sen x—cos x =0, eptunces,

T
Xy = A (0
by sen® x- (us? x-Hsen X cos X+ sen x - cos X= 0. (2)
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La ecuacion (2) es andloga a la examinada en el problums 574 5 tege las
soluciones

Xp=— i} +2kn 13}
¥
x;=(2k4 I}n 4

Pero, los valores de x que figuran en la férmula (4), no son rafecs de la
ecuacidn inicial, puesto que, siendo x=nn la ecuacidn huicial perde el sentido.
Por consiguiente, la ecuaclén tiene las raices deferminadas por las formulas
Iy v 3

577. Escribamos la ccuacién de la manera siguiente.

g (sen 3x  sen2x sen 2x fsen2x  sendx
cos 3y cos 2y cos 2x \ cos 2¢  cos 3x

)
i’

Reduciendo los quebrados a un comin denominador y liberdndonos de cste iiltimo,

obtendremos la ecuacidn

2 (sen 3x cos 2x— cos 3x sen 2x) cos 2r =sen 2x (sen 2x sen 3x 4 cous Zx cos 3x).

Pero, la expresion que figura enire paréntesis en el primer miembro es igual a

senx, y la gue figura enire parénlesis en el segundo miembro es igual a cos x,
Por esta razén, llegamos a la ecuacion

2 sen x {cos 2x—cos? x) =—2 sen® x=10,
de dopde x=/kn.

578. La ecuacién dada se puede escribir en la forma

w

cos2x  cosdx\ sen 2y, cos2x
sen 2x sensx) " eos2x ' sen2x

o bien
3senx |
sen 2x sen 3x  sen 2y cos 2k

Ohservemos gue esta ccuacion tiene sentido si
sendy 20, sendx 0, cos2x£0
Para los valores de x, para los cuales la ecuacion (1) tivne sepfida,

3 sen £ c0s 2¢ = sen 3x,
o bicen
sen x (3—4 sen® x—3 cos 2xj =0,
o bien
2 sen? x=0.

Puesto que la dlflma ecuacidn es equivalente a la ceuacion senx -0, entonces,
en virtud de fa observacidn hecha mas arriba, |a ecuacion inicial no tiene raices.

578. Escribimos la ecuacién en la forma
6 (tg x - cotg 3x) = tg 2x + colg 3x,

después de [o cual la transformames de la siguiente mansra-

6 jsenx  cos 3)«:) ser 2x | €05 3y

1 —
\cosx ' sendx/  cos2x | sendx
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o hien
Geos 2x o5 X .
COS xSendx  CUS 2xsun 3r '
6 cos? 2r=cos? x;
12 cos? 2x—cos 2x— 1 =0.

Resolviendo la nltima ecuacién, hallamos

i+7
cos2x—-2T.
de donde
t Gy s P — o
) cos x—-:-a—, x._IT.arrrm:-—:-i- |- &ty
| l =’ 1
21 cus2p =—— G S s _
I cos 2x T x=4 D '1]‘(‘{‘05[\ 4)—{—??3:

Duranie Ja resalocion se realizd 1a multiplicacion de ambos miembros de la
ecuacién por cos xcos 2xsen 3x. Pero, es facil ver, que para ninguno de Jos
calores hallados de x este producto se reduce a cero. Por consigulente, todos
los valores hallades de x son raices de la ecuacidn inicial.

580. Reduciendo los quebrados que figuran en el segundo miembro de la
centacién 2 un comin denominador y empleando la férmula

ab — b8 = (a—1b) (a* + a%h 4 a*b? - abd - bY),
obtenemos:

sen X €08 X (sen x— cos x) (sen® x --sen? x cos x -}-sen? x cos* x4
- sen x cos3 x +-cost x) =sen x—cos x.
De aqui sc desprende, que o bien
sen x—cos x=10, (1)
o bien
sen x cos ¥ {send x4-send x cos x-+sen x cos? x L cost xLsent ycos? ) —1 =0, (2}
Transiormemes, ahora, la ecuacion (2}, aprovechando gue
send x+ cost x = (sen® x4 cos? x}* —2 sen?® x cos? x,
¥ que
sen® x cos x4-¢0s? x sen x==sen ¥ €08 X.
tlaciendo, ademas, en la ecuacién (2) sen xcosx=y, cscribamos la ecpa-
cion i2) en la forna
P—yt—y+1=0 3)
o tdespués de descomponer el primer miembro en Jactores) en la forma
y— 1 g+ 1)=0

Si y=1, ¢s decir, si senxcosx=1, entonces, sen2x=2, lo que es impo-
sihle. Si y=—1, enlorces, sen2x=-2, lo que es también imposible,
Asi pues, la ecuacion (2) no tiene raices. Por consiguiente, las raices de la

ecuacton inicial son las raices de Ja ecuacién (1}, es decir, x=—4-+:rm,
581. E| primer miembro de la ecuacidn pierde el sentido cuando x=#hn

y cuandy x=%—+m, puesto que siendo x=2{n la funcidn cotg-; es inde-

terminada, siende x={2{ L 1)n es indetermiinada la funeidn tg%. y siendo

348



s mn, el denominador del segundo miembro se hace igual a cerc. Si
X # kn tenemos:

ok ok
Y 2 cos x

senx

tg —;-—cotg -;—:

scn X cos e
2 2
Por consiguiente, sixZkn y x# -%-J—mu (& y m son nimicros enteros arbi-
trarios), el segundo miembro de la ecuacién es igual a —2sen xcos x
El primer miembro de la ccuacién no tiene sentide cuando x_—.é,’}- +in y

xz_}--{-l.i;- (I=0, £1, +£2, ...), v para los demas valores de x, es igua! a
—1{gx, puesto que

1g (x»i;-) g (x+—’-;-—)=tg (x—%) cotg [-;——(x+ %)] .
(g

Asi pues, si x 3 km, x # %-—{—mn yx# %-]— —} , entonces la  ecuacion
Inicial tiene [a forma
fgx=2senxcosx,
Esta ecuacién tiene las raices

k4 b4
x=hn y x=T+I_§._

De aqui se desprende que la ecuacién inicial no tiene raices
582. Multiplicando el segundo miembro de la ecuacién por sen® x4-cosr=1,
la Nlevamos a la forma
(1 —a) sen® x—sen xcos x—(a+2) cos® x =0, 1)

Supongamos, al principio, que a3 1. Entonces, de (I) se desprende gue
cos x # 0, puesta que, en el caso contrario, tendriamos que sen x=cos x=0,
lo cual es imposible. Dividiendo ambos miembros de (1) por cos?x y haciendo
ig x=1, obtendremos la ecuacién

(| —a) f—t—(a-}2)=0. 2

La ecuacién (1) tiene solucidén cuando, s0lo cuando, las raices de la ccua-
cién (2} son reales, es decir, cuando su diseriminante es

D=—d4n?—4q9=0. (&]]
Resolviendo la desiguzldad (3), hallanios:

YTo+1 V10—t
B e e

)

Sean #; y f, las raices de la ecuacion (2). Entonces, ias correspondientes sulu-
ciones de la ecuacién (I} tienen la forma

xy=arctgf, ki, xg=arclg,-|-£m,
Examinemos ahora el casc en que a=1,
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En este caso, la ccuacion (1) se escrihie en i forma
cos x (sen ¥+ 3 cos x) = U
y tiene las soluciones siguienles:

%y =5 2 R, xy=— arctg 34 &

583 Finpleanda las iérinuias

S— g i
LT 3
¥ hacienda e 2e =4, eseribamos la ecuacion dada en la forma siguiente:
20 +40*—3=0. "

1a eciacwen noetal lendrd sslucin solamente para tales valores de @, para lus
cuales las raes ¢, y 1, de la veuacion 1) seat reales v, por lo menos, una de
wslas raices, por su valor absoluto, no sea mayor que ia unidad.

Resebviendo Ja ecuacidn (1), hallamos:
f=d—2 F 3= t,=3+2 134
Por consiguiente, las raices de la ecuacion (1) son reales si
lal< V3. (2

Sise comple 1o condicion (2), enlonces ¢, > |, y por esla razon, esta rais
puede ser despreciada. De este mode, el problema se reduce a la determina-
cton de ayuellos valores de a que satisfacen la condicién (2), para lus cuales
|4, 1< . es decir, para los cuales

— 132 ¥ I ==l (4
D 13 hailamos que 3

—d =2V 3 —at—2,
de doinly

2= Fi—i=1. )
Puesto que la desigualdad 2= ¥ 5—a? se cumple siendn |a|= 173, entonces,
¢l sistema de desizualdades (4) se reduce a la Jesigualdad
Vi—alz |,

de donde hallamws que {al=s ¥2.

Asi pues, la ecnavion micial es soluble si |alsc } 2, y tiene la solu-
clon

x=4 %arccos (3—2 ¥ I—ad) k.

584, Transforinemas fa cenacidn dada, nultiplicando ambos  mienibros por

5 ax
32 sen i Empleaudo unas cuantas veces o kermuola sen @ cos 2= — sen 2a, ob-

2
tendresus:
sen —— % = sen o
31 ey
¢ hien
mn 33
Sen 7 CuS g ax=0. (1)



De aqui hallamos dos series de raices:

3
— x,=£mn+n TR R R

Puesto que durante la resolucin se realizé la miltiplicacién de ambose

miembros de la ecuacién dada por el factor 32 sen% , que puede reducirse a

cero, la ecuacién (1) puede temer raices ajenas para la ecuacton inictal. Seran
raices ajenas Gnicamente las raices de Iz ecuacion

X ,
senm-_—-..u, 12}

que no satisfagan a la ecuacién inicial.
Las rafces de la ecuacién (2) se dan por la férmula

xm3lk (=0, 41, 42, ...) @)

y, como es facil ver, mo satisfacen a la ecuacién inicial. Por esta razén, de la
serie hallada de raices de la ecuacion (1), deben ser excluidas todas aquellas
que tiencn la forma (3). Para las raices de la primera serie esto conduce a la
ecuacién 21=381%, que es posible solamente para los valores pares de &, es
decir, para k=2 y n=3I (1=0, 41, £ 2, ...)- Para las raices de la segunda

serie analogamente obtenemos la igualdad %(2::-]—1}———31& o bien 2n+4 1 =33k,

que es posible Gnicamente cuando & es impar, o sea, cuando k=241 y
n=33+416 ({=0, 41, -2, ...)
Asi pues, las raices de la ecuacion inicial son:

x,=2n, donde n = 31,

Xy =73-,I§ {2n - 1), donde n = 331 16. L

3 )
585. Escribamos la ecuscion de la manera siguienle:
1 Va V3 l
5 €08 x4 5 sen Tx= 5 cos Sx-f sen bx,
o bien
n = a = n n =
sen & €08 TX+ cos & Sen Tx=sen -z cos 5x -} cos T sen ax,
es decir,

sen (—E-+ ?x) =500 t—ﬂé- |hx )

Pero, sena=sen f cuando, y sélo cuando, o bien g—f =2k, v bien %2 +f =
={2m-+1)xn (k m=0, &1, 42, ...). Por consiguiente,
F, S L
-6——1- ix—— Sx=2kn
o bien
o n
-b—r i.t«{-T+5x=(2|f?? A1 l]n.
Asi pues, las raices de la ecnacion serdn:

x:l—’;{l2k--1- 1,
(h, m=0, L1, £2, ...).
x=%(4m+l_}
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586. Puesto que el primer miembro de la ecuacién es igual a
2— (7 4-sen 2x) (sen? x—sen® k)=

=2 — (7 4sen 24 sen® x cos? x=2—(7 +-sen 2x) -;-_— sen? 2,

haciendo £ =sen 2x, escribamos la ecuacién en la forma
3T —8=0 (1)

La ecuacion (1) tiene la raiz evidente £, =1. Sus olras dos raices se hallan de
la vougcnsn

(2481 4 8-=0, ]
Estas raices son guales a

—422V¥2 y —i—2V2

Ambos estos valores se pueden despreciar, puesto que on valor absolulo son
mayores que la unidad. Por consiguienie, las raices de la ecuacion inicial son
las raices de 1a cecuacién sen2x=1.

n
Respuesta. x= b e

587. Se puude considerar que a*-+p% = 0, puesto que, en el caso contrario
la ecuacion toma la forma ¢=0 y no permite hallar senx y cosx. Es cono-
cido, que si a*4-6* =0, entonces, siempre existe un dngule ¢, 0 g < 27,
tal, que

I

= th

»
{f""' "m » Los = V‘Cl‘*—l‘.ﬁ 2

Dividiendo esta ecuacién micmbeo a micmbro por ¥ a*4-6¢ y utilizando (1),
obtenetios Ya siguiente ecuacion equivalente:

sen

sen (x+¢)= 12)

&
Va6
Pucsio que siempre |sen{x-+@)|=s1, esta ccuacion liene solucion si, y solo
si, |¢] << Vo' 1% o si ? 0?03 [sta es precisamente la condicion de re-
sofubilidad del problema. A conlinuacién, hallamos:

T )
cospptyi=4+ VIi—sentg+qj= 4 _]{_{3_-4-;(______5__ {3
Va0

Observando gu
seni 1= sen {X-}- ¢ — @) =sen (x4 ¢) cos ¢—cos (x4 ¢} sen @,
€OS X o= C0s [x 4 —§) = €0s (x+ ) €0s ¢+ sen (x+ @) sen q,

y enlocunds 2y y (3) en la parte derecha de la expresion (1), definitivamente
oblendremas diow soluciones:

a) sen x= o N

a4 b ]’m 3

e ta V@40 —¢
a? bt '

ac b Y TF =G

cos X=

b) sen x=

COS K=
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588. Observando que (hcos x+4-a) (bsenxta) # 0 (en el caso contrario, la
ecnacion pierde el sentido), nos liberamos de los denomminadores, Como resultado
obtenemos:

ab sen® x + (6% 4+ b*) sen x +ab=ab cos? x4 (@® + b? cus x 4-ab,
de donde
(a® 4 b2 (sen x=—c0s x)— ab (sen? x—cos? 1) =10,
y fa ecuacién se descompone en dos

12, sen x=cos x, de donde x=%a|-kn

¥
34
22, sen x-cos =12 :;D >
Pero la tilfima ecuacion no tiene soluciones, puesto que —TJ-W;? mientras
que
_ 1 | . — =
o 580 X » =——— COS Xt —— =} ¢ et =
|sen x+cosx|=V2 Vs + Vs | If2|sen (.\:—1—4) <V
Respuesta: x:%-{—!m.
689. Valiéndonos de la identidad
3
cos? x= (ﬁ’—cﬂﬁ-zf) —_-%(1-}3 cos 2x+ 3 cos? 2x |- cos? 2x)
y de la férmula
cos bx=49cos¥ 2x—3cos 2x ({véase (B), pg. 79},
llevamos fa ecuacién a la forma
4 cos® 2x 4505 2x -1 =0. (L}]
De (1) hallamos que
1
(cos &) =— 1, (cos '2x)2=--T.

Respuesta;
x1=(k+—12—) ;
1 1
=1 7 arccos ( _T) + &,

6080. Empleando las f6rmulas

sep? cz=ﬁ"2%—2GL y cos Ja=2costo—1,

representemos la ecuacién en la forma

(1—cos 2x)*-+-3 cos 20+ 2 {2 cos® Zx— 1)+ 1 =10,

o bien
7 cos® 2x—cos? 2k =0,
de donde
o T
cos2x=0, z= T+k_f°
12 N 2866
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s41. Do las fdrmulas pare sen3x v cos3x, ballaremos:

cos dx4-3cos x 5 3 sen x —sen 3x
e el S

Por consiguiente, la ecuacidu se puede presentar en la forma

cost x=

cos 3x (cos 3x 4+ 3 cos x) -~sen 3x (3 sen x—sen 3x) =0,
o bien
3 {eos 3x cos X -+ sen 3x sen x) + cos? Sx—sen® 3x =0,
o bien
3cos 2x 4 cos bx=0. (1)
Pera, puesto que
cos? 25 =98 ﬁx+43 cos 2x !
la ccuacion (1) toma la lorma
4cos® 2x =0,
de donde

n JT
cos 2x=10, r—T—i—?n.

B82. Utilizando ia idenlidad (sen? x4 cos® x)* = |, obtendremos:

1 4
sent x4 cos? k= | —%5 sen® 2x,

de donde
sen- x 5T y= ( 58 send 2X'—'—
& ~+ o 8 | 7 I'J.E X i n 39

| —sen® 2x+-18- send 2= sen® 2x —8 sen® 2x+l“—5=0.

17
32"
Resolviende la ccuacion bicuadrada obtenida, hallaremos:

senf 2x=4 4 F‘Z sen? 21:%, 2x=%+k-;},

de donde
2% -1
8

.

§93. Sustituyendo sen® x y cos® x por

It v i t;JS 2 respectivamente,

2
escribainos la ecuacion en la forma siguiente:
(i-—cos 2x)5+(1+ccs 2x)° 29

5 5 T cosd 2x,

o bien
{1 —c0s 2x)® - ([ -+ cus 2x)®= b8 cos* 2x.
Haciendo cos 2x=1y, después de simples transformaciones, obtenemos la siguiente
ecuacion bicuadrada respecte a 4.
248 — 10yt —1=1,

; 2 o
Esta vcuacion tiene solamente dos raices reales: g =+ L2~ . Por consiguien-

te, cos Zx= & ”-22 . de donde x;%(ﬁk-}- 1), donde %#=0, L1, £2, ...
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594, Valiéndonos de la identidad obtenida en el problema 261, escribamos
la ecuacidn inicial en la forma

{sen x+sen 2x) (sen 2x + sen 3x) (sen x4-sen dx) =0,

o, después de descomponer las sumas de los senos en factores, en la forma

3 5 3
sern J—Z—SE‘I‘! 2x s = 5 COS X €05 ?z(l

Igualando cada uno de los lactores a cero, obtendremos cinco series de solu-
ciones

_2n L Y. =2
) x= 3 2 x—-z-n, 3 2= B T,
4
4 x=2"‘2' La; ) xm@ngt 1y,

donde ny, ng, Mg, %y ¥ #g SO0 niimeros enteros arbltrarm@

Ohservando, que las soluciones de las series 4) y §) se contienen en la
serie 2), definitivamente oblendremos las siguientes tres senes de soluciones
2ﬂa

2ny e =2
3:1 2)x_.2:1, 8) x=""Jn,

donde ny, ny ¥ n; son nimeros enteros cua]esquiera.

1) x=

595. Primera resolucion. Cuande n=1 la ecuacion se transforma en una
identidad. 8i a > 1, entonces, de 1a identidad

Ly

. F ot
1= (sen® x4 cos® x)" = sen?" x-{—( ] ) sen? W=y cos® x4 . ..
Vi

no .
ot (rs l) sen? x cos? W=1g 4 cosn &,
en virtud de la ecuacién dada, oblenemos:

n n
( ] )sel'is tn=1 g cos® x+.,. + (n 1) sen? x cos? M1ty =0,

Dado que ningunc de Jos sumandaes ¢s negativo, entonces, o bien sen?x=0, o
. n
bien cos?x=0 y xm—g-k.
Segunda resolucién. Es evidente, que la ecuacién se satisface si x toma
i 1 o n .
valores miltiples de 76 decir, si x:Ek {# e5 un nimero cnters). Demos-

tremos que la ectiacién
sen®t x L cos M y=1

no tiene otras rajces. Sea x, k- ; entonces sen®x, <7 1y costx, < 1, de

donde se desprende que para n > L lendremos que sent” xp < sen® Xy ¥y cosx <
< cos? x, y, por lo tanto,

sen®™ g, +-cosit kg < sen®x, +oeosdxy=1. Con esto el problema queds de
mostrado.

3n o, 3
596. Hagamos 7= - —ﬂy. entonces, 154-—=x (m ):-rr.--ag la

ecuaclén toma la forma
sen 3y =2 sen y.
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Con ayuda de 1a férmula (7), pég. 79, 1a Glima ecuacién se puede escribir asf:
sen y (4 sen? y—1)=0. (1}
La ecuacién (1) ticne fas siguientes soluciones:

=k (R kg = (=1 Epak

Volviendo al argumento x, por la férmula x=§-n5——2y. definitivamente obten.
dremos tres series de soluciones de la ecuacidn inicial
an 3n T
x;:z?-—-an. .t',,—_-s—-f-(—l]k“?—nk.
3n b4
x3=T+[— ])k . g—ﬂk

697. Puesto que |cosa |1 y sena==—1, entonces,
|cos dx—eos 2¢ | < 2, sen3x-+-5=4.

Asi pues, el primer miembro de la ecuacién no sobrepasa de 4, el segundo
miembro no es menor de 4. Por consiguiente, | cos 4x—cos 2x]= + 2 (y, enton
ces, o bien cosdx=—1 y cos2¢=1, o bien cosdx=1 y cos2=—1) y

sen 3x= —1I. Examinemos los casos posibles.
n 1
a) cosdx=—1, x= (? -}-—4-) T,
cos 2x=|, x==nk;

n o, 2n
sen3x=—1, x_—?j--—}—Tl.
No hay raices comunes.

b) cosdx=1, =

cos 2x=—1, x:(k-}-—;-) m

sen dx= —1, x=-—-F»}-§-fd= 5
Las raices comunes son:
x=(2m+-é—) a, m=0 %1, £2
508. Transiormemos la ecuacion a la forma
1 |
[ RS ek Ty S
n 1
e (X+T)=sen 2x
o bien
sen (x-}—a-c-) sen 2x =1 ol

Puesto que |sena]< 1, enlonces, (1) tiene lugar, si, o bien

sen (x—i—{-;-):—l ¥y sen2x=-—|,
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o bien
sen (x+%)-_-l y sen2x=1.

Pero, las dos primeras ccuaciones no tienen raices comunes, ¥ las dos segundas
ecnaciones tienen |as raices comunes x:T—l-Qku. Por consiguienie, la ecuacién
dada tiene las raices:

x=%+ 2km,
599, Dividiends la ecuacién dada miembro a miembre por 2 y obser
vando que
l—cos Ll —-—V-?' —sen—
g e 4 gt

obtendremos la ecuacidn equivalente

sen (x—{-%) sendx=1.
La (ltima igualdad es posible solamente en el caso cuando
sen (x+%)=j: I y sendx=+ |,
de donde
xz-% + -g-—+2nn y x=-i— (:l; %-}-th) =

donde n y m son m@meros enteros. lgualando ambos valores entre si, después
de simplificar por n, obtenemos la ecuacidn

1 1 1 m
=gt -2-—[—2n=:i: R

o después de la multiplicacién por 24
12tn—48n=—8 4 9.

Para cualesquilera valores enteros de m y n, la parte izquierda es un nimero
entero par, y la paric derecha, un nimero impar {1 6—17). La (ltima igual-
dad, para valores enteros de m y n, es imposible, lo gue habia gue demostrar.

600. Primera resoluclén. El problema es equivalente a1 siguiente: gqué va
fores puede tomar la funcién A= sec x--cosec x, si el argumento x varia en los
limites de 0 < x < %a

Examinemos la funcidn

1 2 |
42 = (sec x 4 cosec x)* = 1 1 =
{ v )= U senxcos x ' sen? x

e L 2. 4, 4
sendxcos®x 'senxcosx sen? 2 | sen 2¢°
Cada uno de los sumandos que liguran en la parte derecha, al aumentar x

desde cero hasta % se porta de la siguiente manera al prineipio disminuye

desde -f- oo hasta 4 (cuando 0< xc:%), y luego aumenta desde 4 hasta +4
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s . T . : .
(c‘uando-i-éx s 5\_; nara x:-"i-, ambos sumandos adquicren simultinea-
mente sus valores miinunos, por consiguiente, tamibién la suma fendrd sus valo-

2 n : : i i
res minimos cuando x::T' Al mismo tiempo, A*=8. Por esta razdn, si

b :
0 < x <&, entonces, A22=8, y puesio que secx y cosenx en el primer cua-

2
drante son positivos, entonces, A3=2 V2 la grifica

4 de la juncion A(x) se muestra en la fig. 248.
Segunda resolucién. Observemos en seguida que debe-
mes limitarnos a examwinar solamente los valores positi-
; b1 ;
vos de &, puesto que siendo 0« x < 7 las  funciones
1 secx y cosec x son positivas. Transformando 1a ecuacion a
; la farma
1 sen x-- cos ¥ =k sen xcos ¥,
|
[ elevemos ambos miembros de esta ecuacién al cuadrado,
} como resultado obtendremos:
I | 4~ sen ¥ cos ¥ = A2 senx cos? x.
ol = =® x :
7T Haciendo, ahora, sen 2x =2, tendremos:
FIG. 248 A2 -4z —4=0,
de donde

24 VITTR
PPERE S0 Sl B

n
Puesto que por la condicién del problema 0 < x < R cntonces z=sen2x > 0,

y debemos tomar en la igualdad (1) el signo mas, es decir,

24 ¥V id4dat
Z:T—P-___'
Si ahora conseguimos satistacer la desigualdad

432
2+V42+1x i @

enfonces, la ecuacién
24 ViFan

sen = 73

tendrd una solucién x tal, que 0 < x < % Lste altimo satisfard también a la

ecuacion inicial, de le cual es ficil convencerse. Si no se salisface la desigual-
dad (2), no existe la solucion necesaria. Asi pues, el problema se ha reducido
a fa resolucion de la desigualdad (2). Liberando esta desiguaidad del denomi-

nador, cbtenemos Ficilmente que A=2 ) 2.

601. Dcl sistema dado obfenemos directamente que
ity=kn, x—y=In

k- _ k=l
g BT

Segiin la condicién del problema O=Ck4+1=2, OsSh—I<S2.
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A cstas desigualdades las sabisfacen los siguientes 5 pares de valores de

2y
l) =0, {=0, N k=1 I=Q
3) =1, [=—I; ol dA=l;
5 k=2, (=0
Respuesta: xy =1, ¢, -0 xszi}. y,—-%;
=0, - m m=m g=0 %=, g=n

602. Transformemos el sistema a la forma
sent x=1-4-senxseny, .
il
cos?x:=14cos xcosy. |
Sumando y susirayendo las ceuaciones del sistema (1), oblenemas el sislemu
cos 2x—cos (x4 y) =0,
| 4cos(x—y)= }

La priswera ecuacion del sisterua {2} se puede escribir asi:

+ y) sen (- x)== 0

@

cos 2x—cos (x-}y) 2sen k

S osen(x—y)—{, entonces, xs—y-=kn. Pero, de la segunda ecuacion del sis-
tema (2) hallamos:
s (x—y)=—1, x—y=1E2nlia

Por consiguiente, en esle ¢aso, teneuos una cantidad innumierable de solucienes:
X—y- (Qn—l-J}n

Si sen [ X-H’r)}: entonpces, 3x—y=2ka Pero x—y—{Zn=-1ja. Par
cnnsiguiente
=2fc—t—in+ln, yiQk—(;u—Sn

603. Elevemos ambas ecuaciones al cuadrado, sumemoslas miciibro a miembre
y hagamos uso de la identidad
3 3
sen® x4 cosf g = | —Tsen“ 2x

{véase el problema 533). Obtendremos: sen®2x=1. Si wn2x -1, cnfonces,

o bien x=-::—+2fm, o bien x=-}—|—[2!z-{-l) s, En el primer caso, del sistema
inicial hallaremes gue seng=—cosy —}—12- ¥ en ¢l segundo casy, seny=cosy=
=—v—.[_§_—_ Andlogamente s¢ cxaming el caso cuando sen 2x = —|,
n a
Respuesta; x1=-4—+'2fm. h -.:;_;--+-2131;

12'—‘5“*5“(5"-‘1'1) a, 5’2=T+(2l' 4-Im

y= Qm—'er't, 93:.@‘;_‘4-21:1;

xJ:T a+4i2k4-1) n, 94_-%.-‘( | (2 1)
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804. La primera ecuacion se puede escribir en la forma

sen (x+4)__
€Os X cosy

de donde, en virtud de la segunda ecuacién, vbicnemos:

sefl (x -- ) = cos x oS y=-]/-g—.
Por consigutente, o bien
*hy="T +%a, o
o bien
T
xty=—p+@k+Dhn @

Transformemos la segunda ecuacidn del sistema inicial de la siguiente manera:

cos {x 441 +cos (x—y)= ¥ 2
De aqu _
cos (x—y}=V 2—cos(x+y). @

Si tiene Tugar (1), entonces cos {x+y)=—-'%g- , ¥ de la férmula (3} hallamos:

cus {x—-y)=-!/2—2- . R—y= i%-{—?fﬂ:.

Si tiene tugar (2), enfonces cos (x+y)=—y‘—22- ¥ cos(x—y}=—]£?-. lo cual,

es imposibie,
Asi pues, para la determinacién de x e g hemos obtenido el sistema de
ecuaciones

xofy= T -2%m,
= 4
t—f=% 4——}-2131

En coneordancia con la eleccidn del signo en la segunda ecuacidn del sistema (4)
oblenemos dos series de soluciones:

nem=ftethn,  p=@k-)a

7
G=E+On, =t k—in.
805. Dividiendo miembro a miembro la primera ecuacién por la segunda,
obtendremos: )
LOS X COS y= . 1
i 't

Sumando esta ecuacién a la primera y sustravendo de (I} la primeta ecuacidn,
obtendremos un sisiema equivalente al inicial:

l
08 (X — g} =—p— i
t

Voo
]
21*"2'J

o8 (X -}-y) —=
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de donde

i @)

ye

+2in

r—y=4 %—}—2&11, i
Xy =+ arccus i t
2 7

En concordancia con la eleccién de los signos ep la ecuacion (2) obtenemos las
siguientes cuatro serics de soluciones:

y | | 4
=(k — ar ——
a) xy=(k+Hat+ 5 artcosm+8.
| | n
yl-‘—(f—k)ﬂ—i-f arccosm—-—ﬂ,
b) x. —{k-{—f]ﬁ-l—L arccos;—1
3 =\7 2 9 I' B ]!

| b1l
f"f' A

Yy =(1—n) ::+—12— arecos V2

1 I
¢) xp= (k41 n—— arccos — -
& 2 2y 2 -1

g’
2t
g
={—kn i arccos I— -
LE 2};2 5
n
85
n
T

2
d) X, =(k4+0m l— arccos —-l—-
: C2 2y 2

ya=1{—k ﬂ—.L arccos

1
M T
2 2y 2
606. Transformemos la segunda ecuacién a la forma

% jcos (xd-y) -+ cos (x—y)l=a.

Pero, puesto que x--y=g, entonces, cos(¥—py)==2a—cosqp. Oblenemos el
sistema de ecuaciones
+y=1q, }
¥—y = $ arccos (2a —cos §) -+ An.
Respucsta:

X=

+

% arceos (2a —cos ¢) - kx,
58

o] — 0|~

y=3 F — arccos (2a — cos @}—kmn,

con la particularidad de que ¢ y ¢ deberdn estar eniazados por la condicidn
|2a—cos @ | = L.

607. Puesto que el primer miembro de !a primera ecuacion del sistema no
supera @ la unidad, el sistema puede tener solucién solamente cuando a=0.
Suponiendoc que sea a=0, obtenemos el sistema

sen x-cos 2y =1, }
cos x-sen 2y =0,

1)
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De la segenda ecuacion del sistema (1) se desprende que, o bicn cosy =0,
o bien sen2y=0. Si cos y=0, enionces, para x1=%—{—2nm-, de la primera

. x n
ecuacion hallamos que yy=am, y para .\'2:-——?—%2&:-1. oblcnemos  que

e S ; i .
Yo= ( H—E | m El caso sen2y=0 no da nuevas soluciones. Asi pues, ¢l sistema

de ccuaciones ¢s soluble sulamente en el casn en que a=0, y tiene las dos se
ries de solecivnes siguientes:

il
u=3 -+ 2mx, tfy = A,

n { !
PPN i | o (3% i
ty=— g -+2%n, ;;2_[_1 ! 2}.—;.
808. Obscrvemns que cosy no puede ser igual a cero. En efeclo, si cosy=0,
n
entonees _u=?+k:rt ¥
cos (x—2y) =cos (x—m) = — cos x =0,
senl {x— 2y = sent (x —m) =— sen s =0,
Pero, senx v cos x no pueden ser al mismo ticmpo iguales a cero, puesto que
sen® x-+cos? x = | Es evidente, que @ ={ (en el caso confrario, cos (x—2y) =
= sen (x— 2y} - 0). y .
Dividiendn la seginda ecuacién miembro a miembra por la prijera (en
virtud de la observacion hecha més arriba, fal division cs posible), obiendremos:

tg (x—2y} =1, x——‘ZyH;—H’n. D)

Examinemos dos casos:
a) k s un nimero par. En esfe caso

. I 3/
cos (k—2f)==—=—==qcos?y, CASH— — =4
i 2 V alf 2
=+ arccos b-[- 2mn
Colocando este valor de g en (1), obtenemus:
x= + 2 arccos }u+fflm+k)n+%.
1
b) % es un nimero impar. Entonces, cos (x—2¢) = — =acos?y
) VT )
g == | arceos (—A) -k 2ma.
De (1) hallamos.
; n
k== 2arccos (—?.)—Hﬁim—l—k}n-]—T.
; f
El sistema es soluble cuandu g > —V—J
609. Elevanido las relaciones dadas al cuarlrado, obtendremos:
sen® x-- 2 sen x sen y - sen® y=a%, (n
cas? x- 2 cos x cos y+ cos? y= b (2)
Sumnando v susirayende (1) ¥ (2) miembre a miembro, hallaremos:
24-2¢cos (x—yi=a®-|- b5, 3
c8 20 4108 2y 42 cus (x4 gy =02 —ad 4
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La ecuacion (4) puede ser transformada a la forma
2 cos (x4 y) [cos (x—g) + || =0*—a3, (5

De (3) y (5) hallaremos:
b —a?
cos (x+4y) =m.

610. Valiéndonos de la férmula
€0y 25008 2y =2 cos (x4 y) cos (x—y),
escribamos la segunda ecuacién del sistema en la forma
400s {x—yg) cos (x-+y)=1 44 cos? (x—y).
El sistema inicial puede ser sustiluide por el siguiente equivalente;

4cos acos (x+y)=1-+4dcosa, | {H
Ky =1 f @

Comparemos ambos miembros de la eccnacién (1),
Tenemos:
[dcos@-cos (x+y) |==4|cos=|.

Por otra parte, de la desigualdad (1 4+ 2cosa)? =0 se desprende que

4lcos 2| =< |+ dcost a,
con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar sulaumente en el
caso en que 2|cosaf==1l. Por consiguiente, el sistema (1)—(2j puede tener
sulucion solamente con la condicion de que |cosa|»-a~£- %

Examinemos dos posibilidades:

I
8) Cosa=-.

2
De (I} hallamos que cos {x-Fy) =1, es decir,
x4+ y=2kn. 3)
Resolviendo el sistema (2)— (3}, oblenemos:
o o
.t1=—2-——f—k.1'l, yl:k."l—-é—.

b} cosa= —-;-.

Actuande andlogamente, hallamos:
! i -3 1 @
xs—kk'f“g*‘) H+T‘ b’a—(k-i-f)ﬂ-—'g-

611. Este problema es anélogo al anterior. Expongamos, sin embargo, una
resolucién un poco diferente. Empleanda la férmula (14), pég. 79, represente-
mos la primera ecuacién del sistema en la forma

4¢0s* (x—y}+4 cos (x+ ) cos (x— )+ 1=0
Haciendo cos (x—y}={ y valiendonos de que x+y=oa, obtendremos la ecuacién
dt34-4f cos o+ 1 =0, )

Esta ecuacién tiene raices reales solamente con la condicién de que
D=16(cos®u—1)=0, es decir, cuando |cose|=1. Examincmos dos casos
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posibles: cos =1 y cose=—1. Si cosa==1, entonces, de (1) se desprende que

{=cos(x—y) = ——;.

Obtenemos el sistema:
x—y:;!-_--%—ﬂ—t—%:t. |
ity=a,
del cual hallamos que
n=tgthts, p=FI—ktZ.
Si cos m=—1, entonces, actuando anélogamente, obtendremos:

o 1 & o
d=knts Lt y=g—kT g

612. Examinemos la primera ecuacion del sistema.
En virtud de |a desigualdad (1), pag. 22, tememos que

1
‘tgx-i—tg—xlaz

con ln pariicularidad de que el signo de igualdad tiene lugar solamente en el
caso en que tg x=1 y tgx==—I. Puesto que ¢l segundo miembro de la primera
ecuacidn satisface la condicion

2sen (y-}-?n) \552,

la primera ccuacién del sistema puede satisfacerse solamente en los casos
sigliienles:

a) igx=—- |, b) tgx=—1,
- (1 [ = @)
= )=1 : —_—|= -1,
sen[\y-{- 4) } sen \y+4) 1 }
El sistema {1) tiene las soluciones siguientes:
b kS
sp=y +km, =" +Un, ()]
y ¢l sistema (2), las soluciones:
3

Xy= -—%4-31?;, Ya= _Tﬂ + 2azx. 4

Es facil comprobar que las soluciones, determinadas por las formulas (3), no
satisfacen a la segunda ecuacidn del sistema inicial, y las soluciones obtenidas
por las farmulas {4), satisfacen a la segunda ecuacién (y, por lo tanto, a tedo

el sistema) solamente en el caso en que sea m un nimero impar. Suponiendo
en (4) que sea m =2k |, escribimos las soluciones del sistema inicial en la forma

x:%—n—l—%ﬂ.

3
y=_T n+ 271,
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613. Observemos que cos x # 0 y cos i # 0, puesto que, en ¢l caso contra.
rio, la tercera ecuacion del sistema no tiene senlido. Por csta razon, las dos
primeras ecuaciones pueden ser iransformadas a la forma

{a—1)tgix=1-b, (1)
—)tgty=1-—a. 2
Pero, a # 1, puesta que si a==1I, entonces, dc (I} tendremos que b=1, lo que

coptradice a la condicién a % b. Andlogamente, si b=, entonces, también
a=1. Por consigniente, (1) puede ser dividida wmiembro a miembre por (2).
Dividiéndolas, obtendremos:

(tgx i (l—b 2
lgy i—a/’
Convencémosnos, ademds, de que a # 0. En efccto, si a=0, entonces, de la
segunda ecuacion tendremos que sen v = 0, y de la tercera tendremos que b=,

es decir, que a=b-=0, [o cual es imposible. )
En virtud de esta observacién, de la tercera ecuacion podemos ballar que

lgx)"__b2
(tgy B

Asi pues,
) =)
@) " \T—a;"
b 1=b : .
Si — entonces @=», lo cual es imposible.
. B [
Si e — entonces g+b= 2ab.

Respuesta: a--b=2ab. Para a # b, esta condicion es suficiente para la
solubilidad del sistema.

614. La segunda relacién, en virtud de la primera, se puede estriblr asi
Asenp Bsenp

cos ¢ cos p

o bien
sen B (A cos f— B cos x)=0.

Esta relacién puede ser cumplida cuando sen B=0 y, entonces, también sen e =0,
cosP=-1, cos x=-+ 1, 0 bien cuando A cos p— B cos o =0. En este aitimo caso,
oblenemos el sistema

sena=4A senf, } "

AcosP=Bcosca.

Elevando cada una de cstas ecuaciones al cuadrado y haciendo las sustituciones
por las férmulas sen® c—=1—cos® e y cos® f=1—sen*p obtendremos ¢l sistema

costo-+A%sentf=1,
B? cos? a4 A% sen? =A% }

De aqui, cos?e y sen? P se hallan de la Ginica manera cuando, y sélo cuando,
A¥1 —B%) # 0; en este caso

F—A42 1 Ar—p2
wag=EY e *“ﬁ=ixl/l—_—3a'-

i2)
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Examinemos los casos particulares, cuando 42 (1 — B%)=0. Si A=0, entonces,
de (1) obfenemos que cosw=+1 y 8=0; en este caso cosae =21, senﬁ queda
indeterminado. Si B*=1, enlonces, de {2} obtencmos que A*=1, y las ecuacio-
nes dadss no contienen los pardmetros A y B; por eso, la tarea de expresar
cos y senf en funcidn de A y B pierde el sentido.

615. De la segunda ecuacidn deducimos que
sen X =sen (%—2;;),

y, por consigwente, o bicn

r= g — Y+ 2, m
o bicn
x=2y—%+12£+ ). (2)
Diriguiéndonos & la primera ccuacion del sisterma dado, en el caso (1) hallamos:
—lgty
5 et 5 94 3
wig 2y —=tgty o 2lgy —tgiy

Resolviendo la ecuacion bicuadrada, obfencmos que tgy=+ @ En el segun-

do casy, introduciende x de la {érmula (2} en la ecuacién lg x=tg*y, nos cop-
vencemnos de gue no exislen raices reales. Asi pues,

m
¥ — e e Py
tgy—= ilf2 Y k==t
de donde
Il I
=aretg ——-+nn, x; = 2kn—Zarct —7—2.1:1
in LQVQ i 2‘1’ QV-
¥
I hi
y=—arctg ——-am,  x,=-—-2%ka+2arct -—-—_-——21‘(!3
b2 g V 2 —I_ 2 2""_ g '/
o bien
1t
xl=-§-—2arctg V_, —— -~} 2m1,
1
yy=arctg —p—-4-na
* Vit
y

- 8
Xz ﬂ-é—-}-?arctg V_ ——-2m=n,
1
==— aretp ——--nu,

donde m y n son niimeros enteros cualesquicra,

616. Transiurniando ambos miembros de la primera ecuacién, obiendremos:

2sen x';g (cus 'C‘_Ty-—cos i-::—'-g)zﬂ.
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Esta ecuacion se satisface en los casos siguientes:

17, x=—y+ 2%n k=0, +1, ...)
29 y=2{n, x es un niamero cualquiera ({=0, =1, ...).

3% x=2mn, y €5 un nimero cualquiera (m=0, X1, ...).

La relacién 1° es compatible con la segunda ecuacion del sistema |x|4[g]=1
Ginicamente con la condicion de que k==0; en cfecto, de |¥ se desprende la

desigraldad
Ix14-fgl=2]4lm,

la cual, con la condicién de que sea |x|-+|yl=1, es nosible solamente cn el
caso en que sea k=0.
Resolviendo el sisterna
=—u |x|+lyl=4
hallamos dos soluciones:

] 1 i 1
n=z. s R L Ha " e
Razonando anilogamente en los casos 2° y 3% hallarios dos pares més de

soluciones:

n=1, n=0 xy=—I =0
y tambiép

=0, yg=1; x=0 g=—1I
Asi pues, el sistema examinadc en el preblema tiene las seis soluciones indi-
cadas.

617, Elevemos ambos miembros de cada ccuacidn del sistemma al cuadrado
y, sumando las igualdades obtenidas, tendremos:
sen? {y — 3x) - cos? {y —3x) =4 (sen® x 4 cos® x},
es decir,
senft x4 cos® =%. {n
Examinemos la identidad

"

sen® r4-cosf r=1 -»-i- sen? 2x, 2

demosirada en ¢l problema 533,
Comparando (1) y (2}, hallamos:

sen*2x=1, sen2x=+41,

x.—_-%-(2n+l| (h=0, X1, £2, ..

Multiplicando entre si las ecuaciones el sistema dado, fenidremos:

sen (g ~3%) ¢0s (y —3x} =4 sen” « cos? x,
es decir,
sen 2 {y —3x) = sen’ 2x.

Pero, sen 2x=:1, por eso,
sen 2 (g~—=3x)=zx1,

y—-ﬂx=%(2m+l) (m=0, £1, £2, ...}
Por consiguiente,

3
y="p @+ 1)+ @m+ ).



Durante la resolucion del sistema se realizé la multiplicacidn de ambos
miembros de las ecuaciones por expresiones que contenian incognitas, por eso
es posible que se hayan obtenido soluciones ajenas. Comprobemos si todos los
pares de soiuciones obtenidos de x e y son soluciones. Deberd ser:

sen% (2m 4 1)=2sen? %(2n+ 1),

cos —’;- (2m4-1}=2¢0s? -’-:- (2n+1),
o, suponiendo que
sen o 12m—l— )= = .{_ sen —-{—— cos EE—

V2 Ve

nm

cos—(2m+l)_7—2cos —2——“}? sen ==,

y haciendo una sustitucién analoga en la parte derecha, después de simplificar
par el factor constante, obtendremos:

am mn
sen —-}-cus —= (sen — -cos -—-) 1

2 2
m m o 1154 454 nn
cos T —sen g s 7] — -"Q"' .

Puesto que la base de la potencia en la parte derecha de estas nuevas igual-
dades puede tomar para los valores enteros de n solamente los valores 0, +1,
—1 y estos valores no varian al ser elevados a la tercera potencia, entonces,

an an n
senT-E-cos T_.(sen —~+ €08 —§-> ;

0s T — sen o= cos - —sen 5 :
cos 5 2 b) n P H
de aqui obienemos

S0 X fm—SeN = 7 = COS = N —COS =
2 27 2 27

sennm-{-senﬂn cosnn cosnm
’ 2 RS 2 2

Sumando y sustrayendo estas dltimas relaciones, oblendremos:

n n
sen — m—sen — =0,

2 2
n n
cos?n cosfm_{). (3}
o bien
zen % {m—n) cos % {(mrnm =10,
n E.
sen 7 [m—n}sen—z (m+ny=0.
Puesio que

<08 %(m-J,-n) y sen%{m-!—n}



no se reducen a cero simultdneamente, el sistema oblenido es equivalente a la
ecuacion

sen %(m—-n}zﬂ,

de donde
m—n=4k (k=0 4!, £2, ...) (L))
Asi pues, los pares de los valores de x e y obtenidos

p=2entd =3 @042 ent)

dan las soluciones del sistema cuando, y sdlo cuando, los nimeros enteros n y
m estén enlazados por la relacién (4). Por consiguiente,

x=7 @nt1),

y=7 B 2ot H+2(+ 4+l =a[2(+R+ 1),

Pero, n-~£ es un nfmero entero arbifrario. Designandolo por p, tendremos
definitivamente que

x=T 4D, g=a@e+D)  (n p=0, 21, £2, ...}

618. Elevando ambos miembros de la primera y segunda ecuaciones al
cuadrado y escribiendo la tercera ecuacién en la forma inicial, obtendremos ef
sistema:

(sen x4-sen y)® =442,
{cas x + cos ¢)? =452, (1)
tgx-tgy=c.

Busearemos las condiciones que deberdn satisfacer los nilmeros a, b, ¢, para
que el sistema (1) tenga por lo menos una solucidn. Puesto que ¢l sistema dado
lo sustituimos por el sistema (1) no equivalente, hace falta demostrar que, para
unas mismas condiciones impuestas a los nimeros a, b, ¢, ambos sistemas tienen
por lo menos una solucion.

Si el sistema dado tiene solucion para ciertos valores de @, & y ¢, entonces,
es evidenfe, que también el sistema (1) tendrd solucidn para los mismos valores
dea, b y c. Es justa también la afirmacién inversa si el sistema (1) tiene
solucién para ciertos vaiores de a, b y ¢, entonces también el sistema dado
tendrd solucién para los mismos valores de a, b y ¢

En efecto, sean x; e g, las soluciones del sistema (1), entonces s¢ cumple
una de las cuafro posibilidades:

0 bien
sen xqy +-sen yy = 2a, oS %y -+ cos i, =2b,
o bien
sen x; 4 sen gy = —2a. o5 x; - cos iy = 2b,
o bien
seft x; +sen gy, = —2a, oS Xy H-cos gy = —2b,
o bien
sen x, +sen y; =2a, oS Xy 4-cos iy = —2b

Si tiene lugar el primer caso, cntonces x; e g son las soluciones del sistema
dado; en el segundo caso, el sistema dado tiene, por ejemple, la solucién—zx,
—yy en el fercer caso, la solucidn m4-x;, ®-4y;; en el cuarto, la solucién
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n—x,, n—4, Por consigniente, el sistema dado tiene por lo menos una solu-
cifn cuando, y s8lo cuando, tiene por lo menos una solucién el sistema (D).

& Cudndo ticne solucion el sistema (1) ? Sumando y sustrayendo la primera
y la segunda ecuaciones del sistema (1), hallaremos:

cos(x—y)=2{a* 46 —1,
c08 2x—+cos 2y + 2 cos (x+ ) =4 (*—a?),

o bien
cos (x—y) =2 (@® 4- % —1,

cos {x+ y} tos (xr—y) +-cos (x4 y) =2 (* —a%),

de donde

cos {x—y) =2 (a? + b} —1,

(@* b cos (x4 yy=H"—a.
Hemos nblemido el sistema

cos (x— =2 (0% 4 %) —1,
{22 +12) cos (x+ gy =1 —at.
tg x-tg y=c,

equivalenle al sistema (1),

Si a*4-0*=1, la segunda ccuacién se satisface cualesquivra que sean los
valores de x ¢ ¢ De la primera ecuacién obtenemos:

r—y=n+2%ka (k=0 1 £2 ...}
la tercera scnacion nos da:
tg (y+a+22%m)tgy=c

¢ bien
[g? W=r

Esta ultivna ecuacien licne solucicn para cualquier valor de 2= 0. Si a® +6* #0,
tenemos:
cos fx—y)= 20 13—, ]
bZ_ai {2)

cas | = "
N3 (Fr a4+ b

Este sisterua tiens solucion cuando, y solo cuando,

2@t 4 *— 1| =<1, )]
br—at
ara| =t @

La desioualdad (43, con la condicidn de que
ad 12 £ D,
evidentemenie, v justa. y la desigualdad (3) es equivalente a lo siguiente:
N g? 08 eg L.

Representenios el premer miembro de |a lerecra ccuacidn del sistema (1) en la

lorina siguienle.

! <

— |cos {(x — 41— cos {x + wi

senxseny 2

tpx tg[; i =
COS X COS ¥

1 )
T fcos (x—y) + cos (x + 4|

y sustiluyamos en () cos (x+p) ¥ cos(y—y) por sus valores de (2). Como
resultado obtendremos que le solucion del sistema (2) satisfard a la tercera
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ecunclon del sistema inicial, s

. IR — g
g e SEHC
6_2 % Tb} : a?4-bt % {ut 4 b2 —bo
=E— ERE =
el Hu FQW 4)—1 " |

Hemwos llegado al siguiente resultado: el sislema dado lene pur lo menos una
solucidn en dos casos:

2 ) L2y _ 2
Bo<a+<] y c= Lod i e

@ roE—at’
2y a=b=0 vy ¢ es cualquer nimero no negativo.

3. Funciones trigonométricas inversas
619, De la delinicidn de os valores principales de las funciones trigono-
méiricas inversas se desprende que

arccos{vos x)=x, s O=Sxi<<m

f
Con el fin de utilizar esta férmula, sustituyamos sen |{ —7_) cun ayuda Ju las
: i

formulas de reduccién al coseno el dngule incluido entre 0 y @, Lscribamos
las igualdades siguientes:

el D ., o a L
:;en( ——7—)_—5l.’| T-_cos<2 : T)—tubﬁ-

En resumen obtenemos:

{ oMy 9y Ym
arceos ..acn (\‘ —".-;,~/ == arveos CU?TI}=T

620, Por analogia con la resolucidn del problema anterior fenemos:

oos:-aénscos (ﬁ.’n +1n)=cus%n=5un (l—% .1:] “=2521) i —_
F F LY

5 5 2 10

Por consiguiente,

5 33]_., ﬁ)m n
arcsen | cos = n{_ =urcsen | sen ~1)| =10
I ) 1
621. Supongamos que sea drctg——-al, arctg 5 =% urctg7=a,,
! i S e
arclg ?=o¢4. Es evidente, que 0 < o; < 7= 1, 2, 3, 4. Pur eso,

O<aotaytaydo,<m
Para {a demostracién de la identidad es suficicnte establover yue
1g (ot oy o+ @) =

4 3
tg e +a)=-, lg(aa—}—{xg}:ﬁ,

Puesto que

enionces,
g (o -+ ay) o+ L (o + a""]-:
1 —1g (e o) 18 (ory-i-ty)

tg (o +ayt+og+ o=
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622. Haciendo arcsen x=a, arccosx=fi, tendremos:

r=sene y x=cosﬁ==scn[%—ﬁ).

Segiin la definicidn de los valores principales tenemos que

oL
2

De la ltima desigualdad se deriva la desigualdad

sa-s-g y tp=<n

i n 11

Por lo tanto, am—g-—ﬁ, pueste que los dngulos « y %-»ﬂ estdn  [ncluidos

entre -—% ¥ % y los senos de estos angulos son iguales entre si. La férmula
queda demostrada,
623. Aprovechands que arcsenx+urccnsx=% {véase la resolucidn del

problema 622), transformemos la ecuacién a la forma

12* — 62 (| —Be) At =0, ()
donde #= arcsen x. Siendo o < ETIE el discriminante de esta ecuacién serd

D =36t — 487 (1 —8az) < 0.
Por consiguiente, las raices de la ecuacién {l) son ureales y por ¢so, para

x k ; s .
@< T la ecuscion inicial no tiene soluciones.

624. Hagamnos arccos x=r, arcsen J 1—x*=48,

a) St 0y |, cntonces Oéaé% y 0P

e ¥V T—xF<1). Queda solamente convencerse de que sen o =sen f. Pero, en

% {puesto que 0=

virtud de la desigualdad Os;ocg-g-, tenetios que sen g= -+ YT+

Por ofra parte, para todos los valores de y(|ly|<1) lenemos que
sen arcsen y =y, en particular, senf}=sen arcsen VT—x= VY 1—x* Por consi-
puiente, para << x<< |, tiene lugar la férmula

T
arccos x=arcsen | 1 —x2.
oL
2 s ——
Puesto que, ademas, sen == VIi—2 y sen(n—Pl=senf= Vi—12, entonces
a=n—p, es decir, para —1<Cx=<0 tiene lugar la iSrmula
arceos x=rn—arcsen J 1—x2.

1 n

by Si —l=x<0, entonces < e, 04#5;2 24;:: —B= n

625. Demostremos gue arcsen {—x) == — arcsen x, Hagamos arcsen (—x}=uo;
entonces —x=sen ¢ ¥, segln la definicion de los valores principales,

n n
Puesto que sen{—a)= —sena=x y, puesto que de la desigualdad (1) se deriva
la desigualdad —-;—'é—agf-, entonces —m=arcsenx de donde a=
=—-garcsen x, ¢ sea, arcsen (—x)= —arcsen x.

Anélogamente se demuestra la fdrmula arccos{—x)=a—arccosy,
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626. De la definicidn de los valores principales de las funciones trigono-

métricas inversas sc desprende que aresen (senoj=a, si _%‘.,;g,,;;.f‘é;, Si

_%.;_mgxe;%{—ﬁkn, entonces —-g-a;x—%"u:.%- Pero, entonces
arcsen (sen x) = arcsen [sen (x— 2kn}] = x—2km.
627. Seglin la condicién del problema
o  fI4x
tf,’ ?‘..—.—-—1 o (])
Utilizando la férmula
¢ o
2ig "5-
sen Eﬁ_—"“"‘———a,
;. Piei
14-tg 3
an virtud de (1), obtendremos:
1 —x
senu=—T£;.
de donde
| —x?
y = arcsen (sen o) = arcsen T —B. 2

Puesto que 0 < x < 1, entonces
2
4
De aqui se desprende que

1
_-f;x_(

<aretg T

n n
7T }":)'—'(G‘-{ﬂ.

-% < g—n<0

arcsen [Sen (& — )| = arcsen {—sen &) = —arcsen (sen &) = —y.
Pero el dngulo a—=x sc encuentra en los limites del valor principal Arcsen x.
Por consiguiente,
y==arcsen (sen o) =m—rx. 3)

De (2) y (3} obtenemos que a+f=mn.

628. En las férmulas arcsencosarcsenx y arccossen arccosx se toman los
valores principales de las funciones trigonométricas inversas. Examinemos
cos arcsen x. Esto es el coseno de un arco, el seno del cual es igual a x. Por
conslguiente,

cos arcsen x= + } 1 —3, donde —lesx=l.

Agui, claro esld, es esencial que —-%s;art:sen xs%. Analogamente

senarccosx= + J 1—x%, donde —lagxzl.

Designemos y= -+ V 1 —u2; enlonces 0<y<1.
Asi pues, hay que haliar la relacién entre arcsen y y arceos g siendo
0<sy< 1. Estos dos dngulos complementan uno ai otro hasta = {véase la

2
resolucion del problema 622). Asi pucs,

b
arCsen Cos 4rcsen X - arccos sen arccos x= 5
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4. Desigualdades trigonométricas
629. La deugualdad dada es equivalenie a la siguiente
sen? x4-senx—1 > 0. )]

Descomponiendo ¢ trinomio cuadrade, que figura en la parte izquierda de (1),
en factores, abtendremos.

1 5 o
(ggn z_i..m (gen x_‘._,V—.im._l_ > 0, (2"
2 2
Pero,
1+ V5
e TR l
¥ pub 030,
sen x—{—-]LzVE >0
Por consiguiente, la desigualdad inicial es equivalente a la sigulente:
¥V 5—1
SNy - T

y tiene la sulucién

Q4 < x < T+ 2km,
dunde
—1

@ = arcsen 52 k=0, £1, +2, ...}

L (% ¥ % i
630. Cuando x=3+rm, la expresidn que se examina no tiene sentido,

Para ios demas valores de x multipliquemos ambas partes de la desigualdad por
cos? x. Obtendremos [a desigualdad equivalente

{sen 2x)* +% sen 2x-2 > 0.

Resalviendo la desigualdad cuadrada obtenida hallaremos que o bien

sen 8x < :,.3_,_4.;'/4_L,
o bien

P

sen 2x>L—%_-§.

La primera de cstar desiguzldades no puede ser cumplida. Por consiguiente,

i — 1 31—3
km --|-—s|‘,—ar'cs.en;—-—3 <x< —J-T———arcsen V

1 5772 Tt

631, Transtormando el preducto de los senos en una suma, sustituyamos la
desigualdad dada por la siguiente equivalente:

cos3x > cosTx o biem senSxsen2x > (.

n
Pero, cuande 0 < x < 5] tenemos que sen 2x > 0 y, por consiguiente, la desi-

gualdad inicial es equivalente a la siguiente. sen 5x > 0,

b 1 2
.3 ¥ ":TJI(X'C

T
.

Respuesta: 0 < x < 5
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632. La cxpresién que [igura en el denominador de la parie izquierda de la
desigualdad es positiva, puesto gue
A ¢ 5
} 2sen (.x F3 }

|sen x4-cos x| = = )2

Por esta razon, la desigualdad es equivalente a la signivnle,

sen? x !T o ben |senx| > %
Respuesta: -L,i+rm <x< -gx—i—kn.

633. Escribamos la desigualdad en la forma
{cos x—sen x){1 —(cos x~sen x}|=

r

X ¢ B g
=25m§-(sen-—2-—ms -2-\ feos x—sen x} = O m

Pero sen % > 0, puesie que 0 < x < 27 Exanunemos dos casns posibles, en
los cuales se cumple ia desigualdad (1}

Caso 1.
cosx—sen x > 0,
12

X X
sen T_COS? > 0. l

Segin la condicién del problema, ) < x < 2n. Teniendo en cuenta este hecho,
de (2) hallamas que la primera desigualdad so cumnple cuando ) 4 ¢ < % o bien
%n < x < 2m, v la segunda. cnando % < x < 2r. Por consiguicnle, en este

5
caso, —n<x<2m,

4
Caso 2.
eps x—=en x <0 (),
i (3)
sen & —0s 5 < 0|

El sistema {3}, teniende en cuenta gue (< v <27 so cumple cuando

n fs
‘;i' < x< —2' .
Respuesia:

|3

fd 5
<1<_—§ ¥ -4~-1<>.42ﬂ_

634. Hagamos ig -E:f. Fntonces, la desigualdad dada toma Is forma
2 2423
P e ek el

TR

o bien
=04t 4 1)

e S 2 m

Puesto que, f3--/-+1 > U para lodos los valores reales de 7, Lo designalliod (13
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es equivalente a la desigualdad

{—1 3
=1 >" @

A i ;
Ef trinomio f2—{—1 tiene las raices ol . ¥ I+2} 5. Resolviendo (2),

hallaremos que, o bien

© bien
I—V.Ti x
—5— <z < L.
Respuesta:
T
a) 242 arctgﬁ—zL-‘-)w < X < n420m
Y E5—1

b) 2km—2 arctg <x< %—}- 2k,

2
635 De las férmulas para sen3x y cos3x (véase la pig. 79) hallamos:

o cos3x-j-3 cos x - x-—3 sen x—sen 3x

41 4

Valiéndonos de estas férmulas, escribamos la desigualdad dada en la lorma

{cos 3x 43 cos x) cos 3x — (3 sen x—sen 3x) sen 3x > -§-

2
¢ bien
sen® 3x 4 cos? dx - 3 (cos 3x cos x—sen 3x sen x) > R ”
o bien
cos 4x .
b
de donde
—g-—;-?:m < dx < %-}-QM.
o bien

n 1 a, 1
—T§+~§~nn<x<T§+—§-nn in=0 £1, +2, ...

636. La desigualdad a demostrar se puede eseribir en la forma

cos? L _sent i+ sen g
cotg — >
2 sen '

Pero, senq > 0 cuande U < ¢ < ;— por eso, después de multiplicar ambas
partes de la desigualdad (1) por senq, oblendremos la desigualdad equivalente
3 ¢

2

Ecm*% > cos? = —sen? ?-{—sen P
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o bien | > sen . La oltima desigualdad se cumple cuande 0 <y <—g-, por
consiguiente, es justa también la desigualdad inicial.

637. Haciendo 1g x=¢, ohtendremos:
2f
t—2 '
tgxftg2x 312
I—tg 2etgx 1—3¢"

tg 2x =

tgdx=

La parte izquierda pierde el sentido para aquellos valores de x con los cuales
=1, z‘#=_,5._ Para los demds valores de x, la parte izquierda de la desigual-
dad es igual a ¢942241 y, por consiguiente, adguiere valores positivos,

638. En virtud de que

cos 2x 3 cos? x—sen? x
Cﬂtggx—1=s€n2x, 3ootg’x—l=—w——
cos 3x sen 2x— sen 3x cos 2x Se1 X

cotg 3x-1g 26— 1= SEn 3X cos 2% T sen3xcas 2%°

La parte izquierda de la desigualdad puede ser escrita en la forma

sen x (3 cos? x—sen® x)
send x sen 3x

Pero,
sen 3x==sen (x -+ 2x) = sen x cos 2x 4 cos ¥ sen 2x =sen x (3 cos® x —sen? x),
por eso, la desigualdad dada se reduce a la desigualdad evidente
N .

TR E T
639. Utilizando la {érmula
_tglb—tgeg
0 =T ey
y la condicidn
tg0=ntgy,
obtendremos:
n—1)° tg? n—1)%
T O e (n—1)

(TFntg?qp icolggt+nigep
Hace falta demostrar que

{cotg @+ n g ¢)* =>4n
o bien

(l+ntpt g =4dntg?¢.
Obtenemos, pues, la desigualdad evidente
{(1—nigiq)i=0.
640. La desigualdad dada se puede escribir en la forma

|  l—senx 2—senx

T2 semx 3—senx
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y, multiplicandola por 2(2—senx) 3—senx) > 0, puede ser sustituida por la
siguiente equivalente.
sentysabgon t 44 s 0
o bien
(4—sen x) (1 —sen x) =0, (0

De (1) desprendemos que la fltima desigualdad, y junto con ésta también la
inicial, se cumple para lodos les valores de x, con la particularidad de que

cuando x=-:;-+2kn, tiene lugar el signo de igualdad.

641. Establezcamos pruneramente que
|senx | ]x]
l:xaminemos nn airculo irigonométrico de radio 1 y supongamos que x denota

¢l valor en radianes de cierto dngulo AOM positivo
o negativo (fig. 249). Para cualquier posicion del

punto M

AM==|x|-04 =|x|,

g [ BM|=|senx]
3] " Duesto que |BM << AM, entonces |senx|<| x|
{la igualdad ticne lugar solamente cuando x=0).
> En virtud de esto deducimos que Bs:.cng%, s
L decir, st OScospeaz | < %, enfonces sen cos ¢ <

IF1G. 244

; n
< cos ¢. Pero, Desen e TY por eso cos Qs

cos sen ¢. Definitivamente tenemos que cos sen ¢ == cus ¢ > sen cos .
la desigualdad queda demostrada.

642. Ulilicernos el método de induccion completa. Sea a=2, entonces

b1
<< T Par consigumente,

g |
tg ?a———l_1g,m =2 e,
poesto gue U < 1—tga < ). Supongamos que scd
tgne > ntgo (§H)
con la condicion de que
h
T (O 5
VS @)

) i
Demostremos que lgin+Do > (n+Dtea, si 0o < o

Emplecmos la lonnula )

_lgnatiga ;
1';(”"" ])a_l—igalgm' (‘3)
Puesto que la desigualdad (i) se cumple al cumplirse la condicion (2), en-

!
ZF& . Peru.

U<iga <], 4

tonces, s¢ cumplira, adenas, cuando 0 < @ <



y. puesto gue 0 < ne < % , enlonces

O <tgnn <. (5}
De (4) v {5) obtendremos:
Q< l—toatgan < 1. (6}

De (6) y (3) se desprende que {gia-}lia > (n+1){gw. lo gue era necesario
demostrar.

643. Puesto gue a mayor angule del primer cuadranie le corresponde mayor
valor de la tangente, entonces,

lgo, <tgo; <iga, N

para i=1, 2, ..., n. Ademds, cosa; > 0 (i=1, 2, ..., n). Por esta razén, la
desigualdad (1) se pucde escribir en la forma

tg oy cos o, < sen o; < ig o, cos . (2)

Demos en la desiguaidad (2} a ¢ los valores 1, 2, ..., n y sumemos todas las
desigualdades obtenidas. Hallaremeos:

tg o, (cosag ... fcose,) < seney ... Fsenw, < %
<tgo,lcosay +. .Fcost,). (3)

Dividiendo todas las partes de la desigualdad (31 por cosey +...+cosa,
{lo cual es posible, puesto que cos oy 4 ... 4cosa, » 0), lendremos:

- <scna1—f—..,+sena,,

< tgn
" COS fhy ... - COSGy Ry

644. Designemos la parle izquierda de la desigualdad que se examina por 1,

Entonces
1 A—8 A+ B A4-B
E“E(cos 3 ] 3 )cns 5
puesto que
c __ A+B
sellT...r_os 7
Haclendo
cos A +B=x.

2
después de las fransformaciones evidentes, obtendremns:

1 1 A—B 1 A==B
PR . R — 05 ——— | -
¢ Q(x 2x2cas 5 —|—4cos 5 J{

1 LA—=B_1 A B
+?cos g =g s —o5—

Par consiguiente,
1 A—B l

T 2
IéBCDS )
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845. Transformemos la parte izquierda de la desigualdad dada de la manera
siguiente:
1

o5 X o 1 _ tosx
sen y (cos x—senx)  sel? x{1—igx) igtx(l—1gx)

_ I4tgix H
tgx  fgx(i—ligx’

Para simplificar la cscritura, hagamos tgx={¢. Puesto que 0 € x < Z. . enton-

T
ces
0<t<l, ()
De este modo, el problema se reduce a la demostracién de la desigualdad
142 )
P o

con la condicidn de que 0 < { < 1. Pero, en virtud de la desigualdad (1), pag.
22, teriemos que

1+
7 =
Ademas, "
| |
(=1 (-5—1) <3
Por consiguiente,
[+41¢2 1 1
T HT—=1) >J'I"8'
4

lo que era necesario demosrar.
5. Problemas diferentes
|
646. Hagamos arctg T=a aretg -§=ﬂ y examinemos ig (22 —B) Valién-

donos de la [érmula para la tangenic de la difcrencia de dos angulos, obtene-
mos:

_tg2u—tg P
tg (2a B)—m- (1)
Pero, dado que tg fx:%, entonces tg 23_1 leg ':xaa -% Sustituyendo tg 2a

y tg P en fa formula (1), hallamos que
tg (2z—p)y=0.
Enionces
12

647 Demostremos que tg {(a+20) =1. Para hallar ig (= + 2B) empleemos la
férmula

sen (2a—fi) = sen (Zarctg l —arelg—= 5) =0,

_ tga+tg2p
1E(G+25)—l'w- )
Calculemos previamenie el valor de tg 28 por la ldrmula
sen 2[.'} 2sen fi cos B
WP cosop cosp



Hace falta hallar cosf y cos 2f. Pero,

(puesto que P es un ngulo del primer cuadrantej y
cos 2f =cos® fi —sen® B=%
Por consigulente, tg2P=3/4. Colocando e! valor hailado de tg2f en (1), ob-
tendremos:
fg (x4 2By=1.
Demostremos, ahora, que &+ 2f = =/d.

Puesto que ig a=+ entonces

sen
cos f

1
tgp= =y
y, ademas, segin la condicién de! problema, « y i son dngulos del primer
cuadrante, por lo tanto, 0 < a < m/d y 0 <P <afd. De aqui hallamos que
0 < a+2B < 3/4n. Pero, el (nico 4ngulo comprendido entre 0 y 3/4m, cuya
tangente es igual a | es el angulo m/4. Asi pues, w+2B=m/4 .

648. Es necesario que cos x # 0, senx # 0, senx #—1, de donde x # km/2
{t es un nimero entero), Para todos los valores de x, excepto x=kmj2, y tiene
sentido y es igual a

1
_mx(l'i_cosx)_sen*x[l+cosx_l W
b= 1 Teostx il +senx)’
cosx( 14
Sen x

De (1} se desprende gque y > 0, puesto que, siendo x # knt/2,
cosx <l y seny < 1.

649. Transformando el products senci-sen2u-sendc cn una suma, por la
isrmula (13). pag. 79, obtendremos’

sen o-5en 2et-sen 3a=|—sen 2 (cos 2o — cos 4o} =

2
| | 1 1 4
== sen 4(1—-5 sen 2a-cos 4o = T+-2- <5

650. Puesto que sen 5x=sen 3x cos 2x+cos 3xsen 2x, con ayuda de las
férmutas (5)—(8), pég. 79, después de simples cdlculos, hallaremos que

sen 5x=5sen x—20 sen® x+ 16 sen® x. in

Supomiendo en la férmuia (1) x=36°, obtendremos la ecuacién 1665 —
— 20f31.5({=0 para la determinacién de sen36°. Esta ecuacidn liene las sigui
entes raices:

V5

bl Basl ]/54-;/5 t3=—]/?'%‘i=
§— V5 —V5
‘4=+V ;f ¥ h=-’l/-5 ;fd'
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De cstas raices son positivas las raices £, y {,. Pero, sen36® £ {,, puesto que
5+1E V5 .
-8

I .
» = ¥, por consiguiente, #, > ——=. Asi pues,

2

0 ! -"/-5_ ]”5_
sen 36 =ly= 'l e
651. Utilizanda la identidad demostrada en el problema 533, obtendremos

1 -3 cos?
gy — L30T

de donde se desprende que el valor méximo de @ (%) es igual a 1, y el minimo,
a i

652. Como resultado de simples fransformiaciones obtenemos que
y — | — cos 2v-2 {1 4-cos 25) + 3 sen 2y — 343 sen 2x+cos 2x.

[ntroduciendo el ;ingn]u auxitiar ;.—_-arcig~l—, tendremos que
¥ 3

g=31 V¥ Ii}[ scn 2x+ V__ cos 2;) 34- ¥ 10sen (2x+ ).
Por cansigniente, ¢! valor mximo de g es 3+- V710, v el minimo, es igual &
3—1T0.

653. Si n es un nhmero entero que satisface a la condicion del problema,
entonces, para lodos los valores de x, tenemos

cos (x| 3%1-5@11% {x+3n)— cos nx-sen %x. {1}

Suponiendo, cn particular, que x=0, de (1) desprendemos que n deberd satis-
facer a Ja ecuacidn sen I—:Erl}_ A esta ccvacion la satisfacen solamente aquellos
nitmerus enteros que son divisores del namero (5.
n=+41, 43,5 £ 15 (2

Por medin de la comprobacién directa nos convencemos de que, para cada uno
de estos valores, {a funoun cos nx-scn%x tiene ¢l periodo 3z, Con la férmula (2)
se agolan todas los valores buscados de n.

654. Presty que la suma que se examina, siendo t=x;, es igual a cero,
entences
@, €08 (s 4 x7)+ . o0 F- 8 058 (o, 1) =(a, o8 oy + ...

i, COS O} COS 5, — (@ sencty | ... Fagsena)senx =0, (1)
Perg, segiin la condicion del problema,
@y oSty - .. Fagensa,=0. @
Ademdés, senx, = 0, pueste que x; = b, De (1) y (2) nbtenemos que
apsency4-...+aysen e, =0, (3)

Sea, aliora, x un niimero cualquiera. Entonces,

ayeos oy | X A, 008 (@, + X =
(g, COS Gy + . e.+a, 05 0,) COS X— (& SEN Gy F- ... F A, SER Q) SeN ¥ =0,
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puesto que, en virtud de {2) v (3) las sumas gue figuran entre paréntesis son
iguales a cere

665. Supongamos lu contrario, es decir, admilamos que existe T #0 tal,
que para todos Ios valores fde xz=0 suvra
cos Vxi+T=cos V¥ (0
(la limifacion x==0 es mecessria por el liecho de que siendv x < 0, el radical
V< serd imaginario. Hagemos primeraniente en la lérmula (1) x=0, entonces
cos ﬁzcos G=tl {2)
y, por lo tanto,
VT =2n. (3
Luego, coloquemos en (1) el valor x==7. Entonces, evidentemenle, {endremos
que, de acuerdo con (1) y (2), cos ¥ 2T =cos V' T =1, de donde
VT =2n.
Pueste que por suposicion T z 0, dividiendo (4) por (3), oblendremos que
vz =¥(\ donde ! y % son nimuros enteros. Eslu Gltimno, como es sabido, es
imposible.
656, Primera resolucion. Fxaminemos la suma
S=1(c0s x-}-1i sen x) +fcos 2x i sen 2x) 4 ... -|- (cos nx+-{ sen ax)
i(, empleando la 16rmula de Moivre, (cos ¥4-i sen x)*=-cos nx i sen nx, calew
emos la suma S como la suma de nna progresién geometirica. Obtendremos:
__leos x-H1wn xiB+i_(cos x4+t sen x)

S cos X+ sen x— |

La suma sen x--sen 2x- ... 4-senax es igual a la parte imaginana de S.
Segunda resolucion. Multiplicando la parte izquierda por 2 sen -Tz- y empleando

la iérmula {13), pag. 79, cbiendremos:
e B el
(c.o:.?—co:. 5 x)—f—(cm 7 {008 x)+...

.-+(EDS ;1 £—c0s 2“;_! x) =Cos%—t05 Qr:_—j—l x=

5 Y n
=2l 7 - 2N =5

1
xi
de donde, precisamente, se deduce la [érmula nccesaria.
657 Designemos lz suma buscada por 4 y ugregiemosle la segunda suin
bl 20 B
SC1— SCH—= seH T

1 r}
s = |
B=—p—t—m e

mulitiplicandola previamente por + Obtendreimos:

i n as. | ... 2 2n )
A+Bz=-§- (cos z-—{—a sun-‘-i-j]-f-;ﬁ \cm—__i--i-a sen == 'l +-...

| W osipgocn T
"'+§r_| \cot‘n-‘i-—}-tbmn -4—-),
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Empleando la férmula de Moivre, hallamos:

N S T bofe A g AR
At Bi=— ;_\msT—}fs sen T)+"'+§ lms < Hisen T) =
L R
1 £ n)l_ﬁkws?-i-l‘wn-i
=—[ cos —-{ sen — s
’ 4 % l—-l- cos 2§ sen -
g (o gHiseny)
En lo Gltima expresién se ha usado la férmula para la suma de los términos

de una progresion geométrica, La suma buscada A puede ser hallada como la
parte real de la expresion obtenida. Observando que

- S R

€0 = sen — s
' 5
hallamos succsivamente que
1 n n\n
c o A B e 5 t"'ﬁ (LOS T-}-fsen T)
A+ Bi==— [ cos ——tsen— 2 :
2 4 4 1 1 R
3 (Cns i —+£ sen T)

. . ]-E’lﬁ(cosn;-]-‘isenn%)

= ‘_,,,,”—{-Ij - =
2¥2 F l__ﬁ__‘__
27 2¥2

{14+ [(2’*—403:1%) —:'senn-:—;—]
T [2 Ve —1)—i]

(402 v’é'—1+£}[ " 1)__. i‘l_
_grs[(g ]/'2_-»-]}’-!-1] (2 c0s isennr|=

[(2VT—2)+a V2] 1(2"——ca&n %) — 1 sen RTI
25 (10—4 V2) Kk

Separando la parte real, obtenemos:
(¥vz—1 (Zﬂ—coan %) +¥Zsenn %
2 (5—2¥'2) '

858. Lo afirmacion quedard demosirada si establecemos que A=28=0. Sea
A* + B* # 0, es decir, por lo menos uno de los nameros A, 8 difiere de cero.

Entonces

. A
{(x]:( V,As = = ({3

donde sen ¢ =

A=

x+ ]/Af+ = sen x) VA B = V AT B sen (s+¢).

A
~ , cos _—
Vagm oV Yais

Sea, ahora, X, y X, los dos valores del argumento indicados en el problema;
critonces, §(ul=/(x)=0, vy puesto quelV A*4+B2#0, senix,+¢)=
=sen (xy+¢)=0. De aqui xy4-¢=ma, %-+¢=nn y, por consiguienle, Xx; —
—xp==kn para cierto valor entero de k. Esta igualdad conduce a una conira-
diccion, puesto que segon {a condicitn x;—x, # AT

Por consiguiente, A*-j- B2=0, de donde A=B8=0.
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